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Über die verſchiedenen Standpunkte in Bezug auf 
das actuale Unendliche. 
Von 
Georg Cantor 
in Halle. 
(Aus einem Schreiben des Verf. an Herrn G. Eneſtröm in Stockholm 
vom 4. Nov. 1885.) 


i. DER Ihr heute in meine Hände gelangter Brief vom 
31. Oct. d. J. enthält folgende Frage: „Avez vous vu et étudié 
l'écrit de l'Abbé Moigno intitulé: „„Impossibilité du nombre 
actuellement infini; la science dans ses rapports avec la foi.“ 
(Paris, Gauthier-Villars, 1884)?“ Allerdings habe ich mir 
dieſes Schriftchen vor einigen Wochen verſchafft. Was Moigno 
hier über die angebliche Unmöglichkeit der actual unendlichen 
Zahlen ſagt und die Nutzanwendung, welche er von dieſem falſchen 
Satze auf die Begründung gewiſſer Glaubenslehren macht, iſt mir 
dem Weſentlichen nach bereits aus Cauchy's: „Sept lecons de 
physique generale“ (Paris, Gauthier-Villars, 1868) bekannt 
geweſen. Cauchy ſcheint zu dieſer für einen Mathematiker höchſt 
ſeltſamen Speculation durch das Studium des P. Gerdil geführt 
worden zu fein. Letzterer (Hyacinth, Sigmund, 1718 — 1802.) 
war eine hochgeſtellte, ſehr reſpeetable Perſönlichkeit und ein an- 
geſehener Philoſoph, der als Profeſſor eine Zeit lang in Turin 
wirkte, ſpäter Erzieher des nachmaligen Königs Karl Emanuel IV. 
von Piemont, dann vom Papſt- Pius VI. 1776 nach Rom be- 
rufen, zu mancherlei Geſchäften des heil. Stuhles gebraucht und 
endlich zum Biſchof von Oſtia, wie auch zum Cardinal erhoben 
wurde. Ihnen wird er vielleicht als Verfaſſer einiger Arbeiten 
über Geometrie und über hiſtoriſche Gegenſtände bekannt ſein. 
Cauchy nimmt pag. 26 Bezug auf eine Abhandlung Gerdil's, 
welche den Titel führt: „Essai d'une démonstration mathé- 
matique contre l'existence éternelle de la matière et du 
mouvement, deduite de l'impossibilité démontrée d'une suite 
actuellement infinie de termes, soit permanents, soit successifs.“ 
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(Opere edite ed inedite del cardinale Giacinto Sigismondo 
Gerdil, t. IV, p. 261, Rome 1806). Derſelbe Gegenſtand findet 
fih auch von ihm dargeſtellt in: „Mémoire de linfini absolu ~ 
considéré dans la grandeur“ (ibid. t. V. p. 1, Rome 1807). 

Ich ſtehe durchaus nicht in principiellem Gegenſatz zu dieſen 
Autoren, ſofern ſie eine Harmonie zwiſchen Glauben und Wiſſen 
erſtreben, halte aber das Mittel, deſſen ſie ſich hier dazu bedienen, 
für ein gänzlich verfehltes. 

Wenn die Glaubensſätze zu ihrer Stütze eines jo grund- 
falſchen Satzes, wie derjenige von der Unmöglichkeit actual un— 
endlicher Zahlen (der in der bekannten Formulirung: „numerus 
infinitus repugnat“ uralt iſt; neuerdings findet er ſich z. B. bei 
Tongiorgi: „Instit. philos. t. II, I. 3, a. 4, pr. 10“ in der 
Form: „Multitudo actu infinita repugnat“; auch u. a. bei Chr. 
Sigwart: „Logik, Bd. II. p. 47, Tübingen 1878“ und bei 
K. Fiſcher: „Syſtem der Logik und Metaphyſik oder Wifjen- 
ſchaftslehre p. 275, Heidelberg 1865 kann er gefunden werden) 
bedürften, ſo wäre es mit ihnen ſehr ſchlecht beſtellt und es ſcheint 
mir höchſt bemerkenswert, daß der heil. Thomas von Aquino 
in Ip, q 2, a. 3 feiner „Summa theologica“, wo er mit fünf 
Argumenten die Exiſtenz Gottes beweiſt, von dieſem fehlerhaften 
Satze keinen Gebrauch macht, obwohl er im Übrigen kein Gegner 
deſſelben iſt; jedenfalls erſchien er ihm für dieſen Zweck doch zu unſicher. 
(M. vergl. Conſtantin Gutberlet: „Das Unendliche meta⸗ 
phyſiſch und mathematiſch betrachtet, p. 9, Mainz 1878“) So 
hoch ich Cauchy als Mathematiker und Phyſiker ſchätze, jo fym- 
pathiſch mir ſeine Frömmigkeit iſt und ſo ſehr mir im Beſondern 
auch jene „Sept Leçons de physique générale“, abgeſehen von 
dem in Rede ſtehenden Irrtum gefallen, muß ich doch entſchieden 
gegen ſeine Autorität proteſtiren da, wo er gefehlt hat. 

Es ſind jetzt gerade zwei Jahre her, daß mich Herr Rudolf 
Lipſchitz in Bonn auf eine gewiſſe Stelle im Briefwechſel zwiſchen 
Gauß und Schumacher aufmerkſam machte, wo erſterer gegen 
jede Heranziehung des Actual-Unendlichen in die Mathematik ſich 
ausſpricht (Brief v. 12. Juli 1831); ich habe ausführlich geant⸗ 
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wortet und die Autorität von Gauß, welche ich in allen anderen 
Beziehungen ſo hoch halte, in dieſem Punkte abgelehnt, 
ſowie ich heute das Zeugnis Cauchy's und wie ich in meinem 
Schriftchen: „Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeits⸗ 
lehre, Leipzig 1883“ u. a. auch die Autorität Leibnizens, der 
in dieſer Frage eine merkwürdige Inconſequenz begangen hat, zu— 
rückweiſe. 

Wenn Sie ſich das ſoeben genannte Schriftchen (nicht die 
Überſetzung in den Acta mathematica t. II, wo nur ein Teil da⸗ 
von abgedruckt iſt) genauer anſehen wollten, ſo würden Sie finden, 
daß ich in den § 4—8 im Grunde auf alle Einwürfe geant- 
wortet habe, welche wider die Einführung actual unendlicher Zahlen 
gemacht werden können. Sind mir auch damals die erwähnten 
Schriften von Gerdil, Cauchy nnd Moigno über unſern 
Gegenſtand noch nicht bekannt geweſen, ſo werden doch die be— 
treffenden Scheingründe dieſer Autoren ebenſowohl getroffen, wie 
die petitiones principii der von mir dort jo reichlich angeführten 
Philoſophen. 

Alle ſogenannten Beweiſe wider die Möglichkeit 
actual unendlicher Zahlen ſind, wie in jedem Falle 
beſonders gezeigt und auch aus allgemeinen Gründen 
geſchloſſen werden kann, der Hauptſache nach dadurch 
fehlerhaft und darin liegt ihr nowror weüdos, daß jie 
von vornherein den in Frage ſtehenden Zahlen alle 
Eigenſchaften der endlichen Zahlen zumuten oder viel— 
mehr aufdringen, während die unendlichen Zahlen 
doch andrerſeits, wenn ſie überhaupt in irgend einer 
Form denkbar ſein ſollen, durch ihren Gegenſatz zu 
den endlichen Zahlen ein ganz neues Zahlengeſchlecht 
conſtituiren müſſen, deſſen Beſchaffenheit von der 
Natur der Dinge durchaus abhängig und Gegenſtand 
der Forſchung, nicht aber unſerer Willkühr oder 
unſerer Vorurteile iſt. 

Pascal hat, wie ich erſt kürzlich geſehen, das Bedenkliche, 
wenn nicht Widerſinnige ſolcher Deductionen, wie ſie uns bei den 

1* 
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genannten Schriftſtellern begegnen, wohl erkannt und er jpricht 
ſich deshalb auch, ebenſo wie ſein Freund Antoine Arnauld 
für die actual unendlichen Zahlen aus, nur daß er aus einem 
andern widerlegbaren Grunde, auf den ich hier nicht näher ein- 
gehen will, den menſchlichen Geiſt in Hinſicht ſeiner Auffaſſungs⸗ 
kraft des Actual-Unendlichen zu gering ſchätzt. (M. v. Pascal, 
Oeuvres complètes, t. I p. 302 — 303, Paris, Hachette & Co. 
1877; ferner: Logique de Port- Royal, ed. par C. Jourdin, 
4° partie, chap. 1, Paris, Hachette & Co. 1877). 

Wenn man die verſchiedenen Anfichten, welche ſich in Bezug 
auf unſern Gegenſtand, das Actual-Unendliche (im folgenden, 
Kürze halber mit A.- U. bezeichnet), im Laufe der Geſchichte geltend 
gemacht haben, überfichtlich gruppiren will, jo bieten ſich dazu 
mehrere Geſichtspunkte dar, von denen ich heute nur einen hervor— 
heben möchte. 

Man kann nämlich das A.-U. in drei Hauptbeziehungen 
in Frage ſtellen; erſtens ſofern es in Deo extramundano 
aeterno omnipotenti sive natura naturante, wo es 
das Abſolute heißt, zweitens ſofern es in concreto seu in 
natura naturata vorkommt, wo ich es Transfinitum nenne 
und drittens kann das A.-U. in abstracto in Frage gezogen 
werden, d. h. ſofern es von der menſchlichen Erfenninis in Form 
von actual- unendlichen, oder wie ich fie genannt habe, von 
transfiniten Zahlen oder in der noch allgemeineren Form der 
transfiniten Ordnungstypen (A9/⁰⁹, vonroi oder edn- 
rıxoi) aufgefaßt werden könne. 

Sehen wir zunächſt von dem erſten dieſer drei Probleme 
ab und beſchränken uns auf die beiden letzteren, ſo ergeben ſich 
von ſelbſt vier verſchiedene Standpunkte, welche auch 
wirklich in Vergangenheit und Gegenwart ſich vertreten finden. 

Man kann erſtens das A.-U. ſowohl in concreto, wie 
auch in abstracto verwerfen, wie dies z. B. von Gerdil, 
Cauchy, Moigno in den angeführten Schriften, von Herrn 
Ch. Renouvier (M. vergl. defen: Esquisse d'une classification 
systématique des doctrines philosophiques, t. I. pag. 100, Paris, 
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au Bureau de la Critique philosophique, 1885) und von allen 
ſogenannten Poſitiviſten und deren Verwandten geſchieht. 

Zweitens kann man das A.-U. in conereto bejahen, daz 
gegen in abstracto verwerfen; dieſer Standpunkt findet ſich, 
wie ich in meinen „Grundlagen, pag. 16“ hervorhob, bei Des- 
cartes, Spinoza, Leibniz, Locke und vielen Anderen. Soll ich auch 
hier einen neueren Autor nennen, ſo erwähne ich Hermann 
Lotze, der in einem Aufſatze betitelt: „L’Infini actuel est-il con- 
tradictoire ? Réponse à Monsieur Renouvier“ in der Revue 
philos. de Ribot, t. IX, 1880 das A.- U. in concreto verteidigt; 
die Replik Renouviers findet fih in demſelben Bande dieſer 
Zeitſchrift. 

Es kann drittens das A.-U. in abstracto bejaht, da⸗ 
gegen in concreto verneint werden; auf dieſem Standpunkt 
beſindet ſich ein Teil der Neuſcholaſtiker, während ein andrer, 
und vielleicht der größere Teil dieſer, durch die Encyclica Leo's XIII. 
vom 4. Auguſt 1879: „De philosophia Christiana ad mentem 
Sancti Thomae Aquinatis Doctoris Angelici in scholis catholicis 
instauranda“ mächtig angeſpornten Schule den erſten dieſer vier 
Standpunkte noch zu verteidigen ſucht. 

Endlich kann viertens das A.-U. ſowohl in concreto, 
wie auch in abstracto bejaht werden; auf dieſem Boden, den 
ich für den einzig richtigen halte, ſtehen nur Wenige; viel- 
leicht bin ich der zeitlich erſte, der dieſen Standpunkt mit voller 
Beſtimmtheit und in allen ſeinen Konſequenzen vertritt, doch das 
weiß ich ſicher, daß ich nicht der Letzte ſein werde, der ihn ver— 
teidigt! 

Wird auch die Stellung der Philoſophen zu dem Problem 
des A.-U. in Deo berückſichtigt, jo erhält man eine Claſſification 
der Schulen in acht Standpunkte, welche merkwürdigerweiſe 
ſämtlich vertreten zu ſein ſcheinen. Eine Schwierigkeit der Ein— 
ordnung in dieſe acht Klaſſen könnte ſich nur bei denjenigen 
Autoren ergeben, welche in Bezug auf eine oder mehrere der drei 
das A.-U. betreffenden Fragen keine beſtimmte Poſition genommen 
haben. 
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Daß das ſogenannte potenziale oder ſynkategore— 
matiſche Unendliche (Indefinitum) zu keiner derartigen Ein: 
teilung Veranlaſſung giebt, hat darin ſeinen Grund, daß es aus— 
ſchließlich als Beziehungsbegriff, als Hülfsvorſtellung 
unſeres Denkens Bedeutung hat, für ſich aber keine Idee bezeich— 
net; in jener Rolle hat es allerdings durch die von Leibniz und 
Newton erfundene Differential- und Integralrechnung ſeinen 
großen Wert als Erkenntnismittel und Inſtrument unſeres Geiſtes 
bewieſen; eine weitergehende Bedeutung kann daſſelbe nicht für ſich 
in Anſpruch nehmen. 

Vielleicht ſind Sie zu Ihrer Frageſtellung durch eine Bemer— 
kung in meinem Aufſatze „Über verſchiedene Theoreme aus der 
Theorie der Punktmengen“ in Acta mathemathica, t. VII, p. 123 
veranlaßt worden, wo ich unter Anderen Cauchy als Gewährs— 
mann für meine Anſicht in Bezug auf die Conſtitution der 
Materie genannt; ich habe hierbei beſonders denjenigen Beſtand— 
teil meiner Hypotheſe im Auge gehabt, in welchem ich die ſtrenge 
räumliche Punktualität oder Ausdehnungsloſigkeit 
der letzten Elemente, wie fie nach dem Vorgange Leib: 
nizens auch von dem Pater Boscovich, in deffen Schrift: 
„Theoria philosophiae naturalis redacta ad unicam legem virium 
in natura existentium, Venetiis, 1763“ gelehrt wurde, behaupte; 
und allerdings findet fich dieje Anficht von Cauchy in jeinen 
„Sept leçons“ und vor ihm von Andre Marie Ampere 
(Cours du collège de France 1835 — 1836), nach ihm von 
de Saint-Venant (M. vergl. deſſen: ,Mémoire sur la question 
de savoir s'il existe des masses continues, et sur la nature 
probable des dernières particules des corps“. Bulletin de la 
Société philomatique de Paris, 20 Janvier 1844; ebenſo deſſen 
größere Arbeit in den Annales de la Société scientifique de 
Bruxelles, 2° année), bei uns in Deutſchland vornehmlich von 
H. Lotze (M. vergl. deſſen „Mikrokosmos“, Bd. I) und von G. 
Th. Fechner (M. vergl. deſſen: „Über die phyſikaliſche und phi⸗ 
loſophiſche Atomenlehre“, Leipzig, 1864) meiſterhaft verteidigt. 
Dagegen kann ich nicht in Abrede ſtellen, daß Cauchy wenigſtens 
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in jenem Schriftchen (und wohl auch die übrigen zuletzt genannten 
Autoren, mit Ausnahme von Leibniz) gegen den zweiten Beſtand— 
teil meiner Hypotheſe, die actual-unendliche Zahl der 
letzten Elemente polemiſiren; mit welchem Rechte iſt von mir 
oben gezeigt worden. Daß Cauchy jedoch bei anderen Ge- 
legenheiten dieſer, das A.-U. betreffenden Meinung nicht treu 
geblieben iſt, wie es ja auch nicht anders ſein konnte, will ich 
ſpäter einmal nachweiſen Ui 

Trotz weſentlicher Verſchiedenheit der Begriffe des poten— 
zialen und actualen Unendlichen, indem erſteres eine ver: 
änderliche endliche, über alle endliche Grenzen hinaus wachſende 
Größe, letzteres ein in ſich feſtes, conſtantes, jedoch jenſeits 
aller endlichen Größen liegendes Quantum bedeutet, tritt doch 
leider nur zu oft der Fall ein, daß das eine mit dem andern 
verwechſelt wird. So beruht z. B. die nicht ſelten vorkommende 
Auffaſſung der Differentiale, als wären ſie beſtimmte un— 
endlich kleine Größen (während ſie doch nur veränderliche, 
beliebig klein anzunehmende Hülfsgrößen ſind, die aus den End— 
reſultaten der Rechnungen gänzlich verſchwinden und darum ſchon 
von Leibniz als bloße Fictionen characteriſirt werden, z. B. 
in der Erdmann'ſchen Ausgabe, pag. 436), auf einer Verwechſelung 
jener Begriffe. Wenn aber aus einer berechtigten Abneigung gegen 
ſolches illegitime A. U. ſich in breiten Schichten der Wiffen- 
ſchaft, unter dem Einfluſſe der modernen epikureiſch-materialiſti⸗ 
ſchen Zeitrichtung, ein gewiſſer Horror Infiniti ausgebildet 
hat, der in dem erwähnten Schreiben von Gauß ſeinen klaſſiſchen 
Ausdruck und Rückhalt gefunden, jo ſcheint mir die damit ver- 
bundene unkritiſche Ablehnung des legitimen A. U. kein geringeres 
Vergehen wider die Natur der Dinge zu ſein, die man zu nehmen 
hat, wie ſie ſind, und es läßt ſich dieſes Verhalten auch als eine 
Art Kurzſichtigkeit auffaſſen, welche die Möglichkeit raubt, das 
A. U. zu ſehen, obwohl es in ſeinem höchſten, abſoluten Träger uns 
geſchaffen hat und erhält und in ſeinen ſecundären, transfiniten 
Formen uns allüberall umgiebt und ſogar unſerm Geiſte ſelbſt 
innewohnt. 
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Eine andere häufige Verwechſelung geſchieht mit den 
beiden Formen des actualen Unendlichen, indem nämlich das 
Transfinite mit dem Abſoluten vermengt wird, während 
doch dieſe Begriffe ſtreng geſchieden ſind, inſofern erſteres ein 
zwar Unendliches, aber doch noch Vermehrbares, das 
letztere aber weſentlich als unvermehrbar und daher mathe— 
matiſch undeterminirbar zu denken iſt; dieſem Fehler be— 
gegnen wir z. B. im Pantheismus und er bildet die Achilles— 
ferſe der Ethik Spinoza's, von welcher zwar F. H. Jacobi 
behauptet hat, daß ſie mit Vernunftgründen nicht zu widerlegen 
ſei. Auch bemerkt man, daß ſich ſeit Kant die falſche Vorſtellung 
unter den Philoſophen einbürgert, als ſei das Abſolute die 
ideale Grenze des Endlichen, während in Wahrheit dieſe Grenze 
nur als ein Transfinitum und zwar als das Minimum 
alles Transfiniten (entiprehend der von mir mit % be- 
zeichneten, kleinſten überendlichen Zahl) gedacht werden kann. 
Ohne ernſte kritiſche Vorerörterung wird der Unendlichkeitsbegriff 
von Kant in deſſen „Kritik der reinen Vernunft“, in dem Kapitel 
über die „Antinomien der reinen Vernunft“ an vier Fragen be— 
handelt, um den Nachweis zu liefern, daß ſie mit gleicher Strenge 
bejaht und verneint werden können. Es dürfte kaum jemals, 
ſelbſt bei Mitberückſichtigung der Pyrrhoniſchen und Akademiſchen 
Skepſis, mit welcher Kant ſo viele Berührungspuncte hat, mehr 
zur Discreditirung der menſchlichen Vernunft und ihrer Fähig⸗ 
keiten geſchehen fein, als mit dieſem Abſchnitt der „kritiſchen 
Transcendentalphiloſophie“. Ich werde gelegentlich zeigen, daß 
es dieſem Autor nur durch einen vagen, diſtinctionsloſen 
Gebrauch des Unendlichkeitsbegriffs (wenn unter ſolchen Verhält— 
niſſen überhaupt noch von Begriffen die Rede ſein kann) gelungen 
iſt, ſeinen Antinomien Geltung zu verſchaffen, und dies auch nur 
bei denen, die gleich ihm einer gründlichen mathematiſchen Be⸗ 
handlung ſolcher Fragen gern ausweichen. 

Hier möchte ich auch auf zwei Angriffe antworten, welche 
gegen meine Arbeiten unternommen worden ſind. 
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Herbart faßt bekanntlich die Definition des Unendlichen jo, 
daß unter ſie nur das potenziale Unendliche fallen kann, 
um darauf einen ſogenannten Beweis zu gründen, daß das A. U. 
in ſich widerſprechend ſei. Er hätte mit demſelben Rechte 
den Kegelſchnitt als eine Curve definiren können, deren Puncte 
von einem Centrum alle gleich weit abſtehen, um darauf fußend, 
gegen Apollonios von Perga den Satz zu vertreten: „Es 
giebt keine anderen Kegelſchnitte als den Kreis und, was Du 
da Ellipſe, Hyperbel und Parabel nennſt, ſind wider— 
ſpruchsvolle Begriffe.“ Von ſolcher Waare ſind die Einwände, 
welche die Herren Herbartianer gegen meine „Grundlagen“ 
vorgebracht haben. (M. vergl. Zeitſchr. f. exakte Philo. von Th. Allihn 
und A. Flügel, Bd. XII, pag. 389.) 

Herr W. Wundt nimmt in zweien ſeiner Schriften, in 
ſeiner „Logik, Bd. II“, ſowie in der Abhandlung: „Kant's kosmo⸗ 
logiſche Antinomien und das Problem der Unendlichkeit, Philoſ. 
Studien, Bd. II“, wenn auch in eigenartiger Weiſe Bezug auf 
meine Arbeiten und es treten bei ihm die von mir ein- 
geführten Worte „transfinit — überendlich“ des öfteren hervor; 
doch kann ich nicht finden, daß er mich richtig verſtanden habe. 

In dem erſteren Werke ſtellt z. B. der ganze Satz, pag. 127, 
unten, welcher anfängt mit den Worten: „Wenn wir eine ...“ 
das genaue Gegenteil vom Richtigen dar. Auch werden 
die Begriffe des potenzialen und actualen Unendlichen 
(welche ich in meinen „Grundlagen“ Uneigentlich-Unend— 
liches und Eigentlich-Unendliches genannt habe) von ihm 
ganz falſch beſtimmt. Die Zuſammenſtellung mit Hegel muß gleich— 
falls als unzutreffend abgelehnt werden. Der pantheiſtiſche 
Hegel kennt keine weſentlichen Unterſchiede im A. U., während 
es doch gerade das mir Eigentümliche iſt, ſolche Unterſchiede, die 
ich fand, ſcharf hervorgehoben und durch Aufdeckung des funda— 
mentalen Gegenſatzes von „Mächtigkeit“ und „Ordnungs— 
ahl“ bei Mengen, den Herr Wundt ganz überſehen zu haben 
cheint, obgleich er fait auf jeder Seite meiner Arbeiten zur Gel- 
ung kommt, ſtreng mathematiſch ausgebildet zu haben. Ebenſo—⸗ 
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wenig Ahnlichkeit haben meine Unterſuchungen mit den „meta⸗ 
mathematiſchen“, mit denen ſie gleichwohl von Herrn Wundt 
in eine Linie geſtellt werden. Die Begriffsſchwankungen und 
die damit zuſammenhängende Verwirrung, welche ſeit ohngefähr 
hundert Jahren zuerſt vom fernen Oſten Deutſchlands her in 
die Philoſophie hineingetragen wurden, zeigen ſich nirgends deut⸗ 
icher, als in den das Unendliche betreffenden Fragen, wie 
aus unzählig vielen fei es kritieiſtiſch oder poſitiviſtiſch, 
pſychologiſtiſch oder philologiſtiſch gehaltenen Publica- 
tionen unſrer heutigen philoſophiſchen Literatur hervorgeht. Nicht 
unerwähnt kann es daher bleiben, daß Herr Wundt das Wort: 
„Infinitum“ ausſchließlich in der Bedeutung des potenzialen Un⸗ 
endlichen gebrauchen will. Nun ift aber dieſes Wort von alters- 
her ganz allgemein auf den pofitivften aller Begriffe, den 
Gottes, bezogen worden; man muß über den ſonderlichen Einfall 
ſtaunen, wonach das Wort „Infinitum“ fortan nur in dem aller: 
eingeſchränkteſten, ſynkategorematiſchen Sinne verwandt werden ſolle. 
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Mitteilungen zur Tehre vom Transfiniten. 
Von 
Georg Cantor. 


In dem vorhergehenden Aufſatze habe ich, veranlaßt durch 
gewiſſe, gegen die Möglichkeit der unendlichen Zahlen ge— 
ſchriebene ältere und neuere Arbeiten, den Verſuch gemacht, 
die ſich an das actuale Unendliche knüpfenden Fragen nach 
ihren oberſten Scheidungen, von dem allgemeinſten Geſichts— 
punkte aus abzugrenzen, um auf dieſe Weiſe eine Überſicht der 
hauptſächlichſten Poſitionen zu gewinnen, welche in Bezug auf dieſen 
Gegenſtand eingenommen werden können. Es wurde das A.-U. 
nach drei Beziehungen unterſchieden: erſtens ſofern es in der 
höchſten Vollkommenheit, im völlig unabhängigen, außerweltlichen 
Sein, in Deo realiſirt iſt, wo ich es Abſolutunendliches 
oder kurzweg Abſolutes nenne; zweitens ſofern es in der 
abhängigen, creatürlichen Welt vertreten ift; drittens ſofern es 
als mathematiſche Größe, Zahl oder Ordnungstypus vom Denken 
in abstracto aufgefaßt werden kann. In den beiden letzten 
Beziehungen, wo es offenbar als beſchränktes, noch weiterer Ber- 
mehrung fähiges und inſofern dem Endlichen verwandtes 
A.⸗U. ſich darſtellt, nenne ich es Transfinitum und fege es 
dem Abſoluten ſtrengſtens entgegen. 

In jeder von den drei Beziehungen kann die Möglichkeit des 
actualen Unendlichen bejaht oder verneint werden; daraus folgen 
im Ganzen acht verſchiedene Standpunkte, die ſämmtlich in der 
Philoſophie vertreten ſind und von welchen ich denjenigen einnehme, 
der unbedingt affirmativ iſt, inbezug auf alle drei 
Rückſichten. 

Liegt es beſonders der ſpeculativen Theologie ob, den 
Abſolutunendlichen nachzuforſchen und Dasjenige zu beſtimmen, 
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was menſchlicherſeits von ihm gejagt werden kann, jo fallen 
andrerſeits die auf das Transfinite hingerichteten Fragen haupt⸗ 
ſächlich in die Gebiete der Metaphyſik und der Mathematik; 
fie find es vorzugsweiſe, mit denen ich mich ſeit Jahren beſchäftige. 

Da ich das Glück hatte, darüber mit mehreren Gelehrten, 
welche meinen Arbeiten ein freundliches Intereſſe gewidmet, zu 
correſpondiren und mir hierbei Gelegenheit geworden iſt, das bisher 
Veröffentlichte in gemeinverſtändlicher Weiſe zu erläutern und auf- 
zuklären, ſo meine ich in dieſem, aus lebendigem Gedankenaustauſch 
hervorgegangenen Material geeignete Anknüpfungspunkte für weitere, 
ein größeres Publikum intereſſirende Ausführungen zu beſitzen. 
Ich möchte daher zunächſt im Folgenden mehrere dieſer von mir 
geſchriebenen Briefe veröffentlichen, ohne weſentliche Anderungen 
an ihnen vorzunehmen. Wo es jedoch mir nöthig erſcheinen wird, 
will ich in Noten unter dem Text Erklärungen dazu geben. 

Zu den Briefen I, III, IV und VIII möchte ich Folgendes 
als Einleitung vorausſchicken. 

Ad I und VIII. Hier findet fih die von mir feit etwa vier 
Jahren vertretene und in meinen Vorleſungen vielfach ausgebildete 
Auffaſſungsweiſe der ganzen Zahlen und Ordnungstypen 
als Univerſalien, die ſich auf Mengen beziehen und aus 
ihnen ſich ergeben, wenn von der Beſchaffenheit der Ele— 
mente abſtrahirt wird. Jede Menge wohlunterſchiedener 
Dinge kann als ein einheitliches Ding für ſich angeſehen 
werden, in welchem jene Dinge Beſtandteile oder conſtitutive Ele⸗ 
mente ſind. Abſtrahirt man ſowohl von der Beſchaffenheit der 
Elemente, wie auch von der Ordnung ihres Gegebenſeins, fo er: 
hält man die Cardinalzahl oder Mächtigkeit der Menge, 
einen Allgemeinbegriff, in welchem die Elemente, als ſogenannte 
Einſen, gewiſſermaßen organiſch in einander derartig zu einem 
einheitlichen Ganzen verwachſen ſind, daß keine vor den anderen ein 
bevorzugtes Rangverhältnis hat. Daraus ergiebt ſich bei eingehen⸗ 
der Erwägung, daß zweien verſchiedenen Mengen dann und nur 
dann eine und dieſelbe Cardinalzahl zukommt, wenn ſie das zu 
einander ſind, was ich aequivalent nenne und es liegt kein 
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Widerſpruch vor, wenn, wie dies bei unendlichen Mengen 
häufig eintritt, zwei Mengen, von denen die eine ein Teil oder 
Beſtandteil der andern ift, völlig gleiche Cardinalzahl 
haben. In dem Verkennen dieſer Thatſache ſehe ich das 
Haupthindernis, welches der Einführung unendlicher Zahlen von 
altersher entgegengebracht worden iſt. 

Wird jener Abſtraktionsakt an einer gegebenen, nach einer 
oder mehreren Beziehungen (Dimenſionen) geordneten Menge nur 
inbezug auf die Beſchaffenheit der Elemente vorgenommen, ſo daß 
die Rangordnung, in welcher ſie zu einander ſtehen, auch im All— 
gemeinbegriff beibehalten bleibt, der auf ſolche Weiſe gewiſſermaßen 
eine, aus verſchiedenen Einſen, welche eine beſtimmte Rangord⸗ 
nung, nach einer oder nach mehreren Richtungen, untereinander 
bewahren, hervorgehende einheitliche organische Bildung wird, jo 
hat man damit ein ſolches universale, welches von mir im All— 
gemeinen Ordnungstypus oder Idealzahl, in dem beſonderen 
Falle wohlgeordneter Mengen aber Ordnungszahl genannt wird“); 
letztere ſtimmt überein mit dem, was ich früher (Grundl. e. allg. 
Mannigfaltigkeitslehre, Leipzig 1883) „Anzahl einer wohlgeordneten 
Menge“ genannt habe. Zweien geordneten Mengen kommt dann 
und nur dann ein und derſelbe Ordnungstypus zu, 
wenn ſie zu einander im Verhältnis der Aehnlichkeit oder 
Conformität ſtehen, welches Verhältnis genau definirt wer- 
den wird. 

Hier ſind die Wurzeln aufgedeckt, aus welchen ſich der 
Organismus der transfiniten Typentheorie oder Theorie 
der Idealzahlen und im Beſondern der transfiniten Ordnungs— 
zahlen mit logiſcher Nothwendigkeit herausentwickelt und den ich, 
in ſyſtematiſcher Geſtalt, bald hoffe publiciren zu können. 

In einer Recenſion, die ich für die „Deutſche Litteratur- 
zeitung“ (v. 16. Mai 1885) zu liefern hatte, habe ich die Beſtim⸗ 
mungen über Cardinal- und Ordnungszahl wie folgt for- 


„) M. v. Gutberlet; das Problem des Unendlichen, dieſe Zeitſchr. 
Bd. 88, pag. 183. 
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mulirt: „Ich nenne Mächtigkeit eines Inbegriffs oder einer Menge 
von Elementen (wobei letztere gleich- oder ungleichartig, einfach 
oder zuſammengeſetzt ſein können) denjenigen Allgemeinbegriff, unter 
welchen alle Mengen, welche der gegebenen Menge aequivalent 
find, und nur diefe fallen. Zwei Mengen werden hierbei acqui- 
valent genannt, wenn ſie ſich gegenſeitig eindeutig, Element für 
Element, einander zuordnen laſſen. Ein Anderes iſt, was ich, 
„Anzahl oder Ordnungszahl“ nenne; ich ſchreibe fie nur ‚wohlgeord: 
neten Mengen‘ zu, und zwar verſtehe ich unter der ‚Anzahl oder 
Ordnungszahl einer gegebenen wohlgeordneten Menge“ denjenigen 
Allgemeinbegriff, unter welchen alle wohlgeordneten Mengen, welche 
der gegebenen ähnlich find, und nur diefe fallen. „Ahnlich“ nenne 
ich zwei wohlgeordnete Mengen, wenn ſie ſich gegenſeitig eindeutig 
und vollſtändig, unter Wahrung der gegebenen Elementenfolge auf 
beiden Seiten, auf einander abbilden laſſen. Bei endlichen 
Mengen fallen die beiden Momente „Mächtigkeit? und „Anzahl“ 
gewiſſermaßen zuſammen, weil eine endliche Menge in jeder An- 
ordnung ihrer Elemente als „wohlgeordnete“ Menge eine und 
dieſelbe Ordnungszahl hat; dagegen tritt bei unendlichen Mengen 
der Unterſchied von „Mächtigkeit! und „Ordnungszahl? aufs ſtärkſte 
zu Tage, wie dies in meinem Schriftchen „Grundl. e. allgem. 
Mannigfaltigkeitslehre, Leipzig 18835 gezeigt worden ift.” 

Die Cardinalzahlen ſowohl, wie die Ordnungstypen find eine 
fache Begriffsbildungen; jede von ihnen iſt eine wahre Ein— 
heit (words), weil in ihr eine Vielheit und Mannigfaltigkeit von 
Einſen einheitlich verbunden iſt. 

Die Elemente der uns gegenüberſtehenden Menge M find ge- 
trennt vorzuſtellen; in dem intellectualen Abbilde M derſelben (ſiehe 
Abſchn. VIII, Nr. 9 dieſes Aufſatzes) welches ich ihren Ordnungstypus 
nenne, ſind dagegen die Einſen zu einem Organismus vereinigt. 
In gewiſſem Sinne läßt ſich jeder Ordnungstypus als ein com— 
positum aus Materie und Form anſehen; die darin enthalte— 
nen, begrifflich unterſchiedenen Einſen liefern die Materie, mäh- 
rend die unter dieſen beſtehende Ordnung das der Form Ent⸗ 
ſprechende iſt. 
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Sehen wir uns die Definition bei Euclides für die end- 
liche Cardinalzahl an, ſo muß zunächſt anerkannt werden, daß 
er die Zahl, ebenſo wie wir es thun, ihrem wahren Urſprung 
gemäß, auf die Menge bezieht und aus der Zahl nicht etwa 
ein bloßes „Zeichen“ macht, das Einzeldingen beim fubjec- 
tiven Zählprozeß beigelegt wird. Es heißt in ſeinen Elementen, 
lib. VII: Morde eri, xa? Ñv Exaotor or dvrov čv AN 
und: Aorduös dE rò èx uorddwr ovwyzelusvor j os. 

Dann ſcheint es mir aber, daß er die Einſen in der Zahl ebenſo 
getrennt wähnt, wie die Elemente in der discreten Menge, auf 
welche fie ſich bezieht. Wenigſtens fehlt in der Euclidiſchen Defini- 
tion der ausdrückliche Hinweis auf den einheitlichen Charaec— 
ter der Zahl, welcher ihr durchaus weſentlich ift.*) 


*) Dem hier hervorgehobenen Bedürfnis, den organiſchen innerlich = ein- 
heitlichen Charakter der Zahl betont zu ſehen, ſcheint Nikomachus mehr ent 
gegenzukommen, wenn es bei ihm (Arith. intr. I, 7, 1) heißt: Aoıduös Hr 
ao wocuévor , uovadov olbornua À moodınros yúma (von x, 
gießen) E no ovyzeiusvor. Und Boetius, inst. arithm. I, 3 jagt: 
numerus est unitatum collectio, vel quantitatis acervus ex unitatibus pro- 
fusus. Leibniz drückt ſich im Jahre 1666, in der Schrift: Dissertatio de 
arte combinatoria, im Prooemium, als er in feinem Entwicklungsgange der 
Philoſophie der Vorzeit noch näher ſtand, über den Zahlbegriff wie folgt aus: 
„Omnis relatio aut est unio aut convenientia. In unione autem res, 
inter quas haec relatio est, dicuntur partes, sumtae cum unione, 
totum. Hoc contingit quoties plura simul tanquam unum supponimus. 
Unum autem esse intelligitur quiequid uno actu intellectus, s. simul, 
cogitamus, v. g. quemadmodum numerum aliquem quantumlibet magnum, 
saepe caeca quadam cogitatione simul aprehendimus, cyphras nempe in 
charta legendo, cui explicate intuendo ne Methusalae quidem aetas suffec- 
tura sit. Abstractum autem ab uno est unitas, ipsumque totum 
abstractum ex unitatibus, seu totalitas dicitur numerus.“ 
Schon nach drei Jahren findet fich von demſelben Autor in einem Brief an 
Thomaſius (Edit. Erdmann p. 53) die bedenkliche Erklärung: ,,nume- 
rum definio unum, et unum, et unum ete., seu unitates.“ Die Addition 
von Einſen kann aber niemals zur Definition einer Zahl dienen, weil 
hier die Angabe der Hauptſache, nämlich wie oft die Einſen addirt wer⸗ 
den ſollen, nicht ohne die zu definirende Zahl ſelbſt erfolgen kann. Dies 
beweiſt, daß die Zahl, durch einen einzigen Abſtraktionsakt gewonnen, nur 
als organiſche Einheit von Einſen zu erklären iſt. Daraus folgt ferner, wie 
grundfalſch es iſt, den Zahlbegriff vom Zeitbegriff oder der ſogen. Zeit⸗ 
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Es iſt nicht überflüſſig, wenn ich hervorhebe, daß der Begriff 
der Ordnungszahl, wie er vorhin beſtimmt worden iſt, in dem 
Falle endlicher Ordnungszahlen durchaus nicht zuſammenfällt mit 
dem, was man gewöhnlich „Ordinalzahlwörter“ (erſtes, zweites zc.) 
nennt; dieſe ſind nichts als Bezeichnungen für den Ordnungsrang 
der Elemente einer wohlgeordneten Menge und ergeben ſich ohne 
Weiteres durch Anknüpfung an unſere Ordnungszahlen, 
indem das letzte Element einer endlichen wohlgeordneten Menge 
als das nte in der vorliegenden Reihenfolge bezeichnet wird, wenn 
n die derſelben wohlgeordneten Menge zukommende Ordnungszahl 
vorſtellt. 

Während ſo von meinem Standpunkte aus die „Ordinal⸗ 
zahlwörter“ als das Letzte und Unweſentlichſte in der wiſſen⸗ 
ſchaftlichen Theorie der Zahlen ſich ergeben, werden fie "in zwei 
kürzlich publicirten Arbeiten zum Ausgangspunkt für die Entwicke⸗ 
lung des Zahlbegriffs genommen. Es geſchieht dies in den zwei 
Abhandlungen, welche Herr H. v. Helmholtz und Herr L. Kro— 
necker in der Sammlung „Philoſophiſche Aufſätze. Eduard Zeller 
zu ſeinem fünfzigjährigen Doktor-Jubiläum gewidmet. Leipzig, bei 
Fues, 1887“ haben drucken laſſen“). Sie vertreten den extremen 
empiriſtiſch-pſychologiſchen Standpunkt mit einer Härte, die man 
nicht für möglich halten würde, wenn ſie nicht, in Fleiſch und Blut 


anſchauung abhängig machen zu wollen. Es ift dies in der neueren Philo- 
ſophie ſeit ihrer Fortbildung durch Kant vielfach geſchehen; Sir William 
Rowan Hamilton hat beiſpielsweiſe die Arithmetik als „The science 
of pure time“ erklärt und viele Andere thun dasſelbe. Sie könnten mit 
genau demſelben Rechte jede andere Wiſſenſchaft, z. B. die 
Geometrie als „the sc. of. pure time“ ausgeben, weil wir bei der Bildung 
geometriſcher oder ſonſtiger Begriffe ſubjektiv nicht weniger auf die „Zeit“, 
als die Exiſtenzform des diesſeitigen Lebens, angewieſen find, wie bei der 
Aneignung der arithmetiſchen Begriffe. 

) Beide Autoren nennen „Ordnungszahl“ das, was ich „Ordinalzahl⸗ 
wort“ nenne, während bei mir das Wort „Ordnungszahl“ eine andere Bedeu- 
tung hat. Ich würde meine „Ordnungszahl“ mit „numerus ordinarius“, 
dagegen das „Ordinalzahlwort“ mit „nota ordinalis“ überſetzen. Dieſe notae 
ordinales find es, welche nach den beiden genannten Autoren das Wejen 
der Zahlen beſtimmen ſollen. 
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zweimal verkörpert, hier entgegen träte. Es wäre irrtümlich, wollte 
man glauben, der Gegenſatz dieſer Auffaſſungen und der meinigen 
wäre etwa der von Nominalismus oder Conceptualis- 
mus einerſeits, zum maßvollen ariſtoteliſchen Realismus 
andererſeits, den ich vertrete; vielmehr iſt es höchſt inſtruktiv, 
ſich zu überzeugen, daß bei dieſen beiden Forſchern die Zahlen in 
erſter Linie Zeichen, aber nicht etwa Zeichen für Begriffe, die 
ſich auf Mengen beziehen, ſondern Zeichen für die beim ſub— 
jektiven Zählprozeß gezählten Einzeldinge ſein ſollen. 
Es verſteht ſich daher von ſelbſt, daß, meinem Standpunkte gegen 
über, der Gedankengang dieſer Arbeiten als ein vollendetes 
Hyſteron-Proteron ſich darſtellt. 

In eben ſolchem Gegenſatz ſtehen ſie aber auch zu den, die 
Zahlen betreffenden Auffaſſungen, welche wir im griechiſchen Alter— 
tum, nicht nur bei Philoſophen, ſondern auch bei Mathematikern 
finden. Die oben angeführte Definition des Euclides iſt ein 
Beleg hierfür und inbezug auf Platon und Ariſtoteles bedarf 
es kaum einer Hervorhebung. 

Welche Stellung man nun aber auch zu den Alten einnehmen 
mag, ſo dürfte es Jedermann von vornherein höchſt unwahrſcheinlich 
vorkommen, daß die Beſten unter ihnen ſich bei den einfachſten, 
beſtimmteſten und allgemein bekannteſten Dingen von der Wahr— 
heit ſehr weit entfernt haben ſollten und daß erſt im 19. Jahr⸗ 
hundert nach Chr. die richtige Erkenntnis über dieſen Gegenſtand 
eingetreten wäre. Und allerdings hat ja auch in der grauen Vor- 
zeit eine Secte beſtanden, an welche man durch die Arbeiten 
der Herren v. Helmholtz und Kronecker lebhaft erinnert wird; 
es ift die antike Skepſis und ich verweiſe dazu, was im Be: 
ſonderen die Zahlen angeht, auf des Sextus Empiricus 
Pyrrhoniarum Hypotyposeon, Lib. 3, cap. 18. Doch auch aus 
dem „Jahrhundert der Aufklärung“, welches auf den Geiſt der vor— 
nehmen und gelehrten Akademien einen ſo nachhaltigen, immer noch 
fortbeſtehenden Einfluß geübt hat, iſt ein vorzüglich gearbeitetes Werk 
zu verzeichnen, welches ſogar von einem Mitgliede der Berliner 
Akademie der Wiſſenſchaften geſchrieben worden iſt: 

2 
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Louis Bertrand, Developpement nouveau de la partie 
élémentaire des Mathématiques; Génève; aux dépens de l'Au- 
teur; 1778. 

Das Titelblatt dieſer zweibändigen Schrift zeigt einen Kupfer⸗ 
ſtich; im Vordergrunde ein Schäfer, der ſeine heimkehrende Herde 
muſtert, im Hintergrunde ein Jäger, deſſen Pfeil den ausgedehnten 
Raum durchfliegt; dazu das Motto: Tu Pastor numeros, extensi 
tu rationes Pandito Venator. 

Gleich das erſte Kapitel fängt ſo an: „Dans les commence- 
mens, les hommes furent chasseurs ou bergers. Ces der- 
niers eurent d’abord occassion de compter: il 
leur importait de ne pas perdre leurs bestiaux; et pour cela 
il fallait s'assurer le soir si tous étaient revenus du pâturage: 
celui qui n'en aurait que quatre ou cinq, aurait pu voir d'un 
coup d'oeil si tous étaient rentrés; mais un coup d'oeil 
n'aurait pas suffi à celui qui en aurait eu vingt. 
Considérant donc ces bestiaux revenant les uns après les 
autres, il aurait imaginé une suite de mots en pareil 
nombre, et gardant ces mots dans sa mémoire il les 
aurait répétées le lendemain à mesure que ses bestiaux seraient 
rentrés; afin d'être sûr, s'ils eussent cessé d'entrer avant qu'il 
eût achevé ses mots, qu’autant qu'il lui restait de 
mots à prononcer, autant il lui manquait des 
bestiaux etc.“ 

Man ſieht, es ift, mutatis mutandis, dasſelbe Zahlenprinzip, 
wie bei den Herren v. Helmholtz und Kronecker; es handelt 
ſich alſo hier nicht um etwas Neues, ſondern nur, wie ſo oft, 
wieder um „alte, verkannte Wahrheit“ (Ben Akiba). 

Übrigens tritt auch bei beiden Gelehrten das gegneriſche 
Motiv wider das actuale Unendliche offen zu Tage und da aner⸗ 
kanntermaßen ſelbſt die „endlichen“ Irrationalzahlen ohne ent- 
ſchiedene Heranziehung actual- unendlicher Mengen wiſſenſchaft⸗ 
lich-ſtreng nicht zu begründen find*), jo find die Beſtrebungen bei 

*) M. vergl. meine „Grundlagen“ pag. 21 und den letzten Abſchnitt mei- 
ner Abh. in: Bihang till K. Svenska Vet.-Akad Handlingar. Bd. 11, No. 19. 
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beiden, namentlich bei Herrn Kronecker mit unerbittlicher Folge- 
richtigkeit und Strenge darauf gerichtet, die ſeit Pythagoras 
und Platon allgemein anerkannten Irrationalzahlen, mit Hilfe, 
ihnen geeignet ſcheinender, künſtlich ausgedachter Subſidiärtheorien 
durchaus „unnötig“ und überflüſſig zu machen“) — anſtatt 
ſie naturgemäß zu erforſchen und zu erklären. So ſehen wir die 
in Deutſchland, als Reaction gegen den überſpannten Kant-Fichte⸗ 
Hegel-Schelling'ſchen Idealismus eingetretene, jetzt herrſchende und 
mächtige akademiſch-poſitiviſtiſche Skepſis endlich auch 
bei der Arithmetik angelangt, wo ſie, mit der äußerſten, für 
ſie ſelbſt vielleicht verhängnisvollſten Conſequenz, die letzten, ihr 
noch möglichen Folgerungen zu ziehen ſcheint. Denn was ſollte ihr, 
nach Aufgebot ſolchen Scharfſinns und ſolcher Kräfte, zu ihrer 
Vollendung noch fehlen? 

Eine eingehende Würdigung der beiden Arbeiten liegt nicht in 
meiner Abſicht; es läßt ſich annehmen, daß, entſprechend der Digni- 
tät ihrer Verfaſſer, auch Andere ſie berückſichtigen und prüfen 
werden. Nur wenige Bemerkungen mögen mir noch erlaubt ſein. 

Die Arbeit des Herrn Kronecker (Philoſ. Aufſätze, pag. 263) 
beſchränkt ſich auf die Elemente der Zahlentheorie, ſteht aber in 
engem Zuſammenhang mit ſeinen früheren, algebraiſchen und 
zahlentheoretiſchen Unterſuchungen und kann daher wohl auch nur 
in dieſem Zuſammenhang vollſtändig gewürdigt werden. Einige 
Andeutungen des Aufſatzes geben der Erwartung Raum, daß die 
Theorie ſpäter in extenso weitergeführt werden ſoll. Man wird 
erſt dann ein abſchließendes Urteil über ſein Syſtem fällen können, 
wenn die Beziehung ſeiner Zahlen zu der Geometrie und Mechanik 
hergeſtellt erſcheinen wird. So lange dies nicht der Fall iſt, wird 
ein Zweifel an der Brauchbarkeit ſeiner Theorie Jedermann erlaubt 
ſein. Ich glaube ſogar ohne jeden Zweifel vorherſagen zu können, 
daß es ihm nicht möglich ſein wird, mit dem „ideellen Vorrat“ 
(pag. 266) ſeiner „Bezeichnungen“ den actual unendlichen 


**) M. vergl. Kronecker, Crelle J., Bd. 99, pag. 336 und Molk's Abh. 
in Acta mathematica, Bd. VI. 
2* 
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Punktvorrat des räumlichen und zeitlichen Continuums „voll: 
ſtändig und auf die einfachſte Weiſe zu beſchreiben“ (diefe Mus- 
drucksweiſe bezieht fih auf G. Kirchhoff, Vorl. üb. math. Phyi., 
1. Vorl.; Kronecker, Crelle J., Bd. 92, pag. 93) und zwar hängt 
dieſe meine Überzeugung damit zuſammen, daß ich im Jahre 1873 
den Satz bewieſen habe: die Mächtigkeit eines Continuums iſt höher, 
als die Mächtigkeit des Inbegriffs aller endlichen, ganzen Zahlen 
(M. v. Crelle J., Bd. 77, pag. 258 ff.). 

In der Einleitung des Kroneckerſchen Aufſatzes (Phil. Aufſ. 
pag. 264) kommt ein kleines parodirtes Gedicht von Schiller 
(Archimedes und der Jüngling) zum Abdruck, welches der „ewigen 
Zahl“ gewidmet iſt. Wenn, wie hier und in der v. Helmholtz— 
ſchen Arbeit, die urſprüngliche Bedeutung der Zahlen auf bloße 
„Zahlzeichen“ herabgedrückt werden fol, jo will mir ihr Zuſam⸗ 
menhang mit der „Ewigkeit“ nicht recht einleuchten, weil ich bei 
dieſem Worte ſtets die unübertroffene Definition des Boetius 
(De consolatione philosophiae, lib. 5, prosa 6) im Sinne habe. 

Zum Schluß hebe ich hervor, daß mir der Beweis des Haupt- 
ſatzes (pag. 268) in dem Kroneckerſchen Gedankengange nicht 
ſtringent zu ſein ſcheint; es fol dort gezeigt werden, daß die ,An- 
zahl“ von der beim Zählen befolgten Ordnung unabhängig iſt. 
Wenn man den Beweis genau verfolgt, ſo findet ſich, daß darin, 
in andrer Form, derſelbe Satz vorausgeſetzt und gebraucht wird, 
welcher bewieſen werden ſoll; es liegt alſo das Verſehen einer 
petitio principii vor. 

Bei dieſer Gelegenheit möchte ich mir erlauben, ein andres 
Verſehen zu berichtigen, welches Herr Kronecker gegenüber mei— 
nem verewigten Freunde und Kollegen Eduard Heine begangen 
hat. Letzterer wird in Crelle J., Bd. 99, pag. 336, Jahrg. 1886 
hauptſächlich verantwortlich gemacht für die, von ihm, in der Ab— 
handlung „Elemente der Funktionentheorie“, Crelle J, Bd. 74, Jahrg. 
1872), auf Grund des Begriffs der „Fundamentalreihe“ (welchen Herr 
Heine „Zahlenreihe“ nennt) entwickelte Theorie der Srrational- 
zahlen, obgleich Herr Heine in der Einleitung feiner Arbeit aus- 
drücklich geſagt hat, daß er den Grundgedanken von mir „entlehnt“ 
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habe, und daß er mir für „mündliche Mitteilungen verpflichtet“ 
ſei, welche einen „bedeutenden Einfluß“ auf die Geſtaltung ſeiner 
Arbeit ausgeübt hätten. Gleichzeitig erſchien von mir in Bd. V 
der „Mathematiſchen Annalen“, in demſelben Jahre 1872, eine 
Arbeit unter dem Titel: „Über die Ausdehnung eines Satzes aus 
der Theorie der trigonometriſchen Reihen“, darin ich die weſent— 
lichen Punkte meiner Theorie der Irrationalzahlen kurz entwickelt 
habe; auch bin ich ſpäter noch einmal in den „Grundlagen“, 
pag. 23 auf dieſen Gegenſtand zurückgekommen. Ich muß alſo die 
Verantwortung für die, von Herrn Kronecker ſo ſchwer angegriffene 
Theorie für mich in Anſpruch nehmen, indem ich den ſeligen 
Herrn Heine von der vermeintlichen, ſeitens des Herrn Kronecker 
ihm zugeſchriebenen Hauptſchuld hiermit entlaſte. 
Ad III und IV. Yon theologifder Seite ift mir einge- 
wendet worden, daß dasjenige, was ich Transfinitum in natura 
naturata nannte, (M. v. diefe Z. Bd. 88, pag. 227) „ſich nicht ver- 
teidigen ließe und in einem gewiſſen Sinne“, den ich jedoch dem 
Begriffe „nicht zu geben ſchiene“, „den Irrtum des Pantheismus 
enthalten würde.“ Auf dieſes Bedenken antwortete ich mit dem 
Briefe III, auf welchen hin ich die Gunſt eines ausführlichen, an 
mich gerichteten Schreibens erfuhr, welches ich mir erlaube hier 
wörtlich, unter Weglaſſung einiger Epitheta höflich - verbindlichen 
Charakters, abzudrucken. 

Es wurde mir auf den Brief III Folgendes geantwortet: 

„Aus Ihrem Aufſatze “), „zum Problem des A.-U.“ erſehe ich 
zu meiner Genugthuung, wie Sie das Abſolut Unendliche und das, 
was Sie das Act. Unendliche im Geſchaffenen nennen, ſehr 
wohl unterſcheiden. Da Sie das letztere für ein „noch Vermehr— 
bares“ (natürlich in indefinitum, d. h. ohne je ein nicht mehr 
Vermehrbares werden zu können) ausdrücklich erklären und dem 
Abſoluten als „weſentlich Unvermehrbaren“ entgegenſtellen, was 


) Es ift dies ein Separatabdruck der zweiten Hälfte meines in d. Z. 
Bd. 88 publicirten Aufſatzes, von den Worten an: „Trotz weſentl. Ver- 
ſchiedenheit ꝛc.“, auf pag. 230. 
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ſelbſtverſtändlich ebenſo von der Möglichkeit und Unmöglichkeit der 
Verkleinerung oder Abnahme gelten muß; ſo ſind die beiden Be— 
griffe des Abſolut-Unendlichen und des Actual-Unendlichen im 
Geſchaffenen oder Transfinitum weſentlich verſchieden, ſo daß man 
im Vergleiche beider nur das Eine als eigentlich Unend— 
liches, das andere als uneigentlich und aequivoce Unendliches 
bezeichnen muß. So aufgefaßt liegt, ſoweit ich bis jetzt ſehe, in 
Ihrem Begriffe des Transfinitum keine Gefahr für religiöſe Wahr- 
heiten. Jedoch in einem gehen Sie ganz gewiß irre gegen die 
unzweifelhafte Wahrheit; dieſer Irrtum folgt aber nicht aus Ihrem 
Begriffe des Transfinitum, ſondern aus der mangelhaften Muf- 
faſſung des Abſoluten. In Ihrem werten Schreiben an mich ſagen 
Sie nämlich erſtens richtig (vorausgeſetzt, daß Ihr Begriff des 
Transfinitum nicht bloß religiös unverfänglich, ſondern auch wahr 
iſt, worüber ich nicht urteile), ein Beweis geht vom Gottesbegriffe 
aus und ſchließt zunächſt aus der höchſten Vollkommenheit Gottes 
Weſens auf die Möglichkeit der Schöpfung eines Transfinitum 
ordinatum. In der Vorausſetzung, daß Ihr Transfinitum actuale 
in ſich keinen Widerſpruch enthält, iſt Ihr Schluß auf die Mög— 
lichkeit der Schöpfung eines Transfinitum aus dem Begriffe 
von Gottes Allmacht ganz richtig. Allein zu meinem Bedauren 
gehen Sie weiter und ſchließen ‚aus ſeiner Allgüte und Herrlichkeit 
auf die Notwendigkeit einer thatſächlich erfolgten Schöpfung 
des Transfinitum'. Gerade weil Gott an fih das abfolute unend- 
liche Gut und die abfolute Herrlichkeit ift, welchem Gute und wel 
cher Herrlichkeit nichts zuwachſen und nichts abgehen kann, iſt die 
Notwendigkeit einer Schöpfung, welche immer dieſe ſein mag, 
ein Widerſpruch, und die Freiheit der Schöpfung eine ebenfo 
notwendige Vollkommenheit Gottes, wie alle feine anderen Voll 
kommenheiten, oder beſſer, Gottes unendliche Vollkommenheit ift 
(nach unſeren notwendigen Unterſcheidungen) ebenſo Freiheit, 
als Allmacht, Weisheit, Gerechtigkeit 2. Nach Ihrem Schluſſe auf 
die Notwendigkeit einer Schöpfung des Transfinitum, müßten 
Sie noch viel weiter gehen. Ihr Transfinitum actuale iſt ein 
Vermehrbares; nun wenn Gottes unendliche Güte und Herrlichkeit 
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die Schöpfung des Transfinitum überhaupt mit Notwendigkeit for⸗ 
dert, ſo folgt, aus ganz demſelben Grunde der Unendlichkeit ſeiner 
Güte und Herrlichkeit, die Notwendigkeit der Vermehrung bis es 
nicht mehr vermehrbar wäre, was Ihrem eigenen Begriffe des 
Transfinitum widerſpricht. Mit andern Worten: wer die Not- 
wendigkeit einer Schöpfung aus der Unendlichkeit der Güte und 
Herrlichkeit Gottes erſchließt, der muß behaupten, daß alles Er: 
ſchaffenbare wirklich von Ewigkeit erſchaffen iſt; und daß es vor 
Gottes Auge kein Mögliches giebt, das ſeine Allmacht ins Daſein 
rufen könnte. Dieſe Ihre unglückliche Meinung von der Notwen⸗ 
wendigkeit der Schöpfung wird Ihnen auch in Ihrer Bekämpfung 
der Pantheiſten ſehr hinderlich ſein und wenigſtens die Über: 
zeugungskraft Ihrer Beweiſe abſchwächen. Ich habe mich bei die: 
ſem Punkte ſo lange aufgehalten, weil ich innigſt wünſche, daß Ihr 
Scharfſinn ſich freimachte von einem ſo verhängnisvollen Irrtum, 
dem freilich manche Andere, ſelbſt ſolche, die ſich für rechtgläubig 
halten, verfallen ſind.“ 

Mit Allem, was in dieſem Schreiben ſteht, ſtimme ich voll- 
kommen überein, wie aus den wenigen Zeilen, welche unter V abge- 
druckt ſind, hervorgeht. Denn da für mich die abſolute Freiheit 
Gottes außer Frage ſtand, ſo war die „Notwendigkeit“ an der 
betreffenden Stelle des Briefes IV meinerſeits nicht jo verſtanden, 
wie es hier vorausgeſetzt und mit Recht bekämpft wird. Macht 
man ſich aber mit dem richtigen Sinn meiner Argumentation 
genauer vertraut, ſo ſcheint, wie ich bei einer ſpäteren Gelegenheit 
erklären will, der in IV verſuchsweiſe angedeutete aprioriſche Be- 
weis für die thatſächlich erfolgte Schöpfung einer transfiniten 
Welt eine weitere Erwägung und Prüfung zu verdienen. 

19 

Unter Mächtigkeit oder Cardinalzahl einer Menge 
M (die aus wohlunterſchiedenen, begrifflich getrennten Elementen 
m, m'. . . . . beſteht und inſofern beſtimmt und abgegrenzt ift) verſtehe 

) Dieſer Brief iſt vor drei Jahren, am 15. Febr. 1884, an Herrn 


Prof. Dr Kurd Laß witz in Gotha geſchrieben worden. Er giebt im Weſent⸗ 
lichen den Inhalt eines Vortrags wieder, welchen ich im September 1883 in 
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ich den Allgemeinbegriff oder Gattungsbegriff (universale), welchen 
man erhält, indem man bei der Menge ſowohl von der Beſchaffenheit 
ihrer Elemente, wie auch von allen Beziehungen, welche die Ele— 
mente, ſei es unter einander, ſei es zu anderen Dingen haben, 
alſo im Beſondern auch von der Ordnung, welche unter den 
Elementen herrſchen mag, abſtrahirt und nur auf das reflec- 
tirt, was allen Mengen gemeinſam ift, die mit M äquivalent 
find. Ich nenne aber zwei Mengen M und N äquivalent, 
wenn ſie ſich gegenſeitig eindeutig Element für Element einander 
zuordnen laſſen. (M. v. Borchardt's Journal Bd. 84 pag. 242). 
Daher bediene ich mich auch des kürzeren Ausdrucks Valenz für 
Mächtigkeit oder Cardinalzahl. Von Mengen gleicher Valenz ſage 
ich ſie gehören zu derſelben Mächtigkeitsklaſſe. Valenz einer 
Menge M ift alfo der Allgemeinbegriff unter dem alle Mengen 
derſelben Klaſſe wie M fteben. 

Eine der wichtigſten Aufgaben der Mengenlehre, welche ich 
der Hauptſache nach in der Abhandlung „Grundlagen einer all- 
gemeinen Mannigfaltigkeitslehre, Leipzig 1883“ gelöſt zu haben 
glaube, beſteht in der Forderung, die verſchiedenen Valenzen oder 
Mächtigkeiten der, in der Geſamtnatur, ſoweit ſie ſich unſrer 
Erkenntnis aufſchließt, vorkommenden Mannigfaltigkeiten zu beſtim⸗ 
men; dazu bin ich durch die Ausbildung des allgemeinen An: 
zahlbegriffs wohlgeordneter Mengen oder, was das— 
jelbe bedeutet, des Ordnungszahlbegriffs,“) gelangt. 


der mathematiſchen Section der Naturforſcherverſammlung in Freiburg (Baden) 
gehalten habe. Infolge dieſes Vortrags erhielt ich bald darauf einen Brief 
von Herrn R. Lipſchitz (welchen ich in Bd. 88, p. 225 d. 3. erwähnt 
habe), worin mich dieſer ausgezeichnete Mathematiker auf die Correſpondenz 
(v. 12. Juli 1831) zwiſchen Gauß und Schumacher aufmerkſam macht, in 
welcher ſich Gauß gegen jede Hereinziehung des actualen Unendlichen in die 
Mathematik ausſpricht. 

) Der Begriff Ordnungszahl iſt ein beſonderer Fall des Begriffes 
Ordnungstypus, welcher ſich in derſelben Weiſe auf jede einfach oder 
mehrfach geordnete Menge bezieht, wie die Ordnungszahl auf eine wohl— 
geordnete Menge. Herr C. Gutberlet hat, auf meinen Wunſch, hierauf Be- 
zügliches nach einem Manuſeript von mir in feinen Auſſatz (d. Z. Bd 88, 
pag. 183) eingefügt. 
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Die Definition deſſen, was ich unter einer wohlgeord— 
neten Menge M verſtehe, findet ſich in den „Grundlagen“ pag 4. 

Zwei wohlgeordnete Mengen M und N nenne ich von glei- 
chem Typus oder auch einander ähnlich, wenn ſie ſich gegen: 
ſeitig eindeutig derart auf einander beziehen laſſen, daß wenn m 
und m' irgend zwei Elemente der erſten, n und n die entiprechen- 
den Elemente der anderen find, alsdann immer das Nangver: 
hältnis von m“ zu m dasſelbe iſt wie das Rangverhältnis von 
n“ zu n. Ich fage auch von zwei ſolchen wohlgeordneten 
Mengen M und N, daß fie auf einander abzählbar find. 

So ſind beiſpielsweiſe die wohlgeordneten Mengen: 

(a, a“, a“) und (b, b/, b“) 
ebenſo aber auch die wohlgeordneten Mengen: 
ere 

und auch 
, a. , e, c, 6% und (b, D’, b“. . be). „ d, % 4% 
von gleichem Typus oder, was dasſelbe heißt, auf einander 
abzählbar. 

Unter Anzahl oder Ordnungszahl einer wohlgeordneten 
Menge M verſtehe ich den Allgemeinbegriff, (Gattungsbegriff, 
universale) welchen man erhält, indem man bei der wohlgeordneten 
Menge M von der Beſchaffenheit uud Bezeichnung ihrer Elemente 
abſtrahirt und nur auf die Rangordnung reflectirt, durch welche 
die Elemente in Beziehung zu einander ſtehen; die Anzahl oder 
Ordnungszahl von M it alfo ſämtlichen wohlgeordneten 
Mengen desſelben Typus gemeinſam, gewiſſermaßen dasjenige, 
was ihnen allen immanent iſt. Hier tritt uns die Aufgabe ent— 
gegen, die in der Natur vorkommenden Ordnungszahlen oder An— 
zahlen wohlgeordneter Mengen zu beſtimmen und ſachgemäß mit 
Hilfe geeigneter Zeichen zu unterſcheiden. Dazu führen folgende 
Definitionen und Sätze: 

Seien M und N irgend zwei wohlgeordnete Mengen, 
und 2 die zu ihnen gehörigen Ordnungszahlen; es ift immer 

M vereinigt mit darauf folgendem N 
wieder eine wohlgeordnete Menge von beſtimmtem 
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Typus, die zugehörige Ordnungszahl fei y. Wir definiren y als 
die Summe von « und 2, y = a + p, und nennen 4 den Augend, 
p den Addend dieſer Summe. Sind a und 5 irgend zwei ver- 
ſchiedene, d. h. verſchiedenen Typen entſprechende Ordnungszahlen, 
jo kann bewieſen werden, daß entweder die Gleichung 2 = a + 5, 
oder die Gleichung « = s nach E (d. h. nach dem Adden⸗ 
den) und zwar nur auf eine Weiſe auflösbar iſt; im erſten Falle 
nennen wir à kleiner als 5, im zweiten « größer als 5; & wird 
die Differenz beider Zahlen genannt; im erſteren Falle iſt 
5 = fp — u, im zweiten 8 = g. 

Man beweiſt leicht, daß wenn a < p, P< alsdann auch 
a< y. Ferner zeigt man, daß immer das Aſſociationsgeſetz 
beſteht: (at Y =a+(8+7) 

Ahnlich wird das Produkt zweier Ordnungszahlen definirt, wobei 
aber zwiſchen Multiplikator und Multiplikandus wohl zu 
unterſcheiden ift, denn im Allgemeinen ift & 5 von A verſchie— 
den. Dagegen beweiſt man auch hier, ich möchte faſt ſagen, mit 
einem Blick, daß: 

(a: p) y = a: (Py) (Aſſociations-Geſetz.) 
ſowie auch, daß: 
6. (O + y) = «p + «y (Diſtributions-Geſetz mit als Multipli- 
candus.) 

Ich habe in den „Grundlagen“ den Multiplikator links, 
den Multiplikandus rechts geſchrieben; es hat ſich mir aber 
gezeigt, daß der entgegengeſetzte Gebrauch, den Multiplikan⸗ 
dus links zuerſt und dann rechts den Multiplikator 
zu ſchreiben, für die weitere Entwickelung der transfiniten Ord- 
nungszahlenlehre der zweckmäßigere, ja faſt unentbehrliche iſt; aus 
dieſem Grunde kehre ich alſo die betreffende Schreibweiſe der 
„Grundlagen“, ſoweit ſie ſich auf Produkte bezieht, von jetzt ab 
immer um. Von der Wichtigkeit dieſer Anderung überzeugt man 
ſich, ſobald man transfinite Ordnungszahlen der Form af in He- 
tracht zieht, für welche nach dieſer Schreibweiſe das allgemeine 
Geſetz gilt: * — af F7, Dieſes ſelbe Geſetz würde aber 
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nach dem Schreibmodus der „Grundlagen“ die abſtoßende Form 
annehmen: b. % = u, TE: 


Ich hebe noch folgendes hervor: wenn in einer wohlgeordne— 
ten Menge M irgend zwei Elemente m und m' ihre Plätze in 
der geſamten Rangordnung wechſeln, ſo wird dadurch der Typus 
nicht verändert, alſo auch nicht die Anzahl oder Ordnungszahl. 
Daraus folgt, daß ſolche Umformungen einer wohlgeordneten 
Menge die Anzahl derſelben ungeändert laſſen, welche ſich auf 
eine endliche oder unendliche Folge von Transpoſitionen 
von je zwei Elementen zurückführen laſſen. Da nun bei einer 
endlichen Menge, wenn der Inbegriff ihrer Elemente der— 
ſelbe bleibt, jede Umformung ſich auf eine Folge von 
Transpoſitionen zurückführen läßt, ſo liegt hierin der Grund, 
warum bei endlichen Mengen Ordnungszahl und Cardinalzahl 
gewiſſermaßen zuſammenfallen, indem hier Mengen derſelben Va— 
lenz in jeder Form, als wohlgeordnete Mengen gedacht, immer 
eine und dieſelbe Ordnungszahl haben. Bei unendlichen Mengen 
tritt jedoch der Unterſchied von Cardinalzahl und Ord— 
nungszahl auf das Entſchiedenſte alsbald hervor. Ebenſo 
hängen mit jenem Umſtande bei endlichen Mengen die Commu⸗ 
tationsgeſetze der Addition und Multiplikation zuſammen, indem 
daraus ſehr leicht bewieſen wird, daß, wenn u und v zwei end- 
liche Ordnungszahlen find, alsdann ftets: u +r = » u und 
ii Ii A. 

Für die kleinſte transfinite Ordnungszahl, es iſt diejenige 
welche den wohlgeordneten Mengen vom Typus: 

(asian. an: .) 
entſpricht, muß ein neues Zeichen genommen werden, id habe 
dazu den letzten Buchſtaben des griechiſchen Alphabets w gewählt. 

Unter Ordnungszahlen der zweiten Zahlenklaſſe verſtehe 
ich diejenigen Zahlen, welche zu wohlgeordneten Mengen von der 
Mächtigkeit der erſten Zahlenklaſſe 1, 2, 3 .. .... gehören; 
dieſer Inbegriff von Ordnungszahlen konſtituirt eine neue Valenz 
und zwar die auf die vorhergehende Valenz nächſtfolgende, 
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wie ich ſtreng gezeigt habe (Grundlagen p. 35—38). Und der- 
ſelbe Gedankengang führt uns zu höheren Zahlenklaſſen und zu 
den ihnen zukommenden höheren Valenzen. — Das ift eine wunder: 
bare, ins Große gehende Harmonie, deren genaue Durchführung 
das Thema der transfiniten Zahlenlehre iſt. 

Ich glaubte dies Alles, in der gedrängten Kürze freilich, vor— 
ausſchicken zu müſſen, um auf einige Bemerkungen, die ich in 
Ihrem Schreiben finde, eingehen zu können. Zunächſt mache ich 
auf die Allgemeinheit, Schärfe und Beſtimmtheit mei— 
ner Zahldefinitionen aufmerkſam; ſie ſind gleichlautend, gleich— 
viel ob ſie auf endliche oder auf unendliche Mengen bezogen 
werden. Jede transfinite Zahl der zweiten Zahlenklaſſe z. B. hat 
ihrer Definition nach dieſelbe Beſtimmtheit, dieſelbe 
Vollendung in ſich wie jede endliche Zahl. 

Der Begriff „ beiſpielsweiſe enthält nichts Schwan— 
kendes, nichts Unbeſtimmtes, nichts veränderliches, 
nichts potenzielles, er ift kein regor, jondern ein &pworo- 
uévor und das Gleiche gilt von allen andern transfiniten Zahlen. 
Er bildet ebenſo wie jede endliche Zahl z. B. 7 oder 3 einen 
Gegenſatz zu den unbeſtimmten Zeichen x, a, b der Buchſtaben— 
rechnung, mit welchen Sie unzutreffenderweiſe die transfiniten 
Zahlen in Ihrem Schreiben vergleichen. Sie weichen hierbei von 
dem Sinn, welchen die transfiniten Zahlen bei mir haben, ebenſo 
ab, wie es Herr Wundt in der Auffaſſung gethan hat, welche 
ſich über dieſen Gegenſtand in ſeiner Methodenlehre, Logik. Bd. II, 
pag. 126 — 129 findet. Wundt's Auseinanderſetzung zeigt, daß 
er ſich des fundamentalen Unterſchieds von Uneigentlichunendlichem 
= veränderlichem Endlichem — synkategorematice infinitum 
(#reıoor) einerſeits und Eigentlichunendlichem — Transfinitum — 
Vollendetunendlichem — Unendlichſeiendem — kategorema- 
tice infinitum (epwerou£ror) andrerſeits nicht klar und deutlich 
bewußt iſt; ſonſt würde er nicht jenes ebenſowohl, wie dieſes 
als Grenze bezeichnen; Grenze iſt immer an ſich etwas feſtes, 
unveränderliches, daher kann von den beiden Unendlichkeits— 
begriffen nur das Transfinitum als ſeiend und unter Um- 


http://rcin.org.pl 


29 


ſtänden und in gewiſſem Sinne auch als feſte Grenze gedacht 
werden. Daher irrt Wundt auch darin, wenn er glaubt, das 
Transfinitum habe keine phyſikaliſche Bedeutung, wohl aber das 
potenziale Unendliche; ſtreng genommen iſt das Gegenteil hier— 
von richtig, weil das potenziale Unendliche nur Hilfs- und Be- 
ziehungsbegriff ift und ſtets auf ein zu Grunde liegendes trans- 
finitum hinweiſt, ohne welches es weder ſein noch gedacht 
werden kann. Der Unterſchied von Uneigentlichunendlichem und 
Eigentlichunendlichem iſt von den Philoſophen ſehr frühe, d. h. 
ſchon von den alten Griechen erkannt worden, freilich nicht überall 
mit gleicher Klarheit; ebenſo findet man ihn bei den Neueren, 
mit Ausnahme vielleicht von Kant, Gerbart und den Materia- 
liſten, Empiriſten, Poſitiviſten ꝛc. deutlich ausgeſprochen. Doch 
verdient hierbei Hegel nicht, wie Wundt zu meinen ſcheint, 
eine beſondere Erwähnung, zumal bei Hegel Alles widerſpruchs⸗ 
voll, dunkel und confuſe iſt, ja ſogar der Widerſpruch, als 
hervortretendes Element ſeiner Philoſophie von ihm ſelbſt zum 
charakteriſtiſchen Eigentum ſeiner Denkweiſe erhoben worden iſt, 
um welches ich wenigſtens ihn nicht beneide. Dazu kommt, 
daß, was Hegel etwa Zutreffendes über den hier erörter— 
ten Unterſchied geſagt haben mag, wie ſo manches andere bei 
ihm, dem Spinoza entlehnt iſt. Bei allen Philoſophen fehlt 
jedoch das Princip des Unterſchiedes im Transfinitum, 
welches zu verſchiedenen transfiniten Zahlen und zu verſchiedenen 
Mächtigkeiten führt. Die meiſten verwechſeln fogar das Trans- 
finitum mit dem unterſchiedsloſen höchſten Einen, mit 
dem Abſoluten, dem abſoluten Maximum, welches natürlich keiner 
Determination zugänglich und daher der Mathematik nicht unter- 
worfen iſt. 

Ganz unzutreffend iſt in der Wundt'ſchen Kritik auch die Zu— 
ſammenſtellung der neueren ſogen. „metamathematiſchen“ Specu— 
lationen mit meinen Arbeiten, ſie haben nicht die geringſte Ahn— 
lichkeit und keine eigentliche Berührung, auch darf das Transfinitum 
nicht als „transſcendent“ (d. h. doch wohl die menſchlichen Ver- 
ſtandeskräfte überſteigend) bezeichnet werden. 
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In der Ballauf'ſchen Recenfion*), die namentlich in den 
Noten der Redaction das Maximum des Unzutreffenden erreicht, iſt 


*) Zeitſchrift f. exacte Philoſophie Bd. 12 p. 375. Ich habe von dieſer 
Beſprechung den Eindruck gewonnen, daß der Kritiker, welcher in mehreren 
Beziehungen meine Gedanken ſehr gut verſtanden hat, durch den Terrorismus 
der Schul-Führer zu einer viel ſchärferen Stellungnahme wider mich ge— 
zwungen worden iſt, als mit ſeinen eigenen Überzeugungen verträglich ſcheint. 
Dies tritt in auffälligſter Weiſe p. 389 hervor, wo die Redaktion (Theod. 
Allihn und Otto Flügel) ſeiner freien, unbefangenen Überlegung plötzlich 
in die Zügel fällt, um die Armſte in das dunkle, unterirdiſche Gefängnis 
der Herbart'ſchen Dogmatik, wohin kein erlöſender Lichtſtrahl dringt, zurück 
zuführen. Dem in dieſer Note unter dem Text von der Redaktion Ge- 
ſagten können zwei Antworten nicht erſpart bleiben. Erſtens ſcheint ſie 
meine Arbeit nicht geleſen zu haben, denn ſie nimmt nicht Rückſicht darauf, 
daß ich in den „Grundlagen“ das potenziale Unendliche, welches ich Uneigent- 
lich-unendliches, von dem aktualen Unendlichen, welches ich Eigentlich-unend⸗ 
liches dort nannte, ſtrengſtens unterſcheide. Herbart und feine Schüler er- 
kennen nur das erſtere an, geben ihm allein den Namen des Un- 
endlichen und wiſſen nichts vom Transfiniten. Dagegen wäre formell 
nichts einzuwenden, non cuivis homini contingit adire Corinthum, und 
es wäre für ihren Sprachgebrauch allerdings eine contradietio in terminis, 
dem Unendlichen das Prädikat des Beſtimmtſeins zu erteilen. Wie läßt ſich 
aber der mir gemachte Vorwurf formell rechtfertigen, wonach ich die Prädikate 
des Beſtimmtſeins und des Unbeſtimmtſeins hätte vereinigen wollen, um 
daraus ein „Unbeſtimmtes Beſtimmtes“ zu machen, da ich doch gerade im 
Gegenteil das Potenzialunendliche vom Transfiniten ſo ſtreng getrennt habe, 
daß ſie überall als toto genere Verſchiedenes bei mir erſcheinen? Die andre 
Antwort ift materieller Art und trifft mehr den Meiſter, als deffen unglück⸗ 
liche Schüler. Nach Herbart IV, 88 ff. ſoll der Begriff des Unendlichen 
„auf einer wandelbaren Grenze, welche in jedem Augenblick weiter fort⸗ 
geſchoben werden kann, bezw. muß“ beruhen. „Von dieſer Wandelbar- 
keit der Grenze abgeſehen, heißt den Begriff des Unendlichen aufheben, heißt 
nichts Unendliches, ſondern Endliches denken. Von dieſer Wandelbarkeit 
der Grenze oder der beſtändigen Möglichkeit des Fortſchreitens ſieht man 
aber ab, ſobald man das Unendliche als fertig oder als real vorhanden ſetzt, 
man ſetzt dann eben nicht mehr eine unendliche, ſondern eine endliche Menge. 
Es handelt fih hierbei gar nicht um die ſubjektive Unfähigkeit, die außer⸗ 
ſtande iſt, jemals mit dem Geſchäft des Zählens oder Setzens zu Ende zu 
kommen, ſondern um den Begriff des Unendlichen ſelbſt, deſſen weſentliches, 
nicht wegzudenkendes Merkmal eben jene wandelbare Grenze, jenſeits 
deren immer noch etwas zu finden iſt. Inbetreff des Zählens läßt 
ſich das eben Geſagte auch dahin ausſprechen: bei jeder endlichen Menge 
von Dingen, wie groß dieſelbe auch ſein mag, bietet ſich ſofort die Möglich⸗ 
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nicht einmal die letzte, witzig ſein ſollende Wendung am 
Schluſſe richtig, ſondern beruht auf einem offenbaren Irrtum. Wenn 
wir eine, von A anfangende unendliche Grade 40 haben und wir 
ſetzen an ihren Anfang A die endliche Strecke BA, jo erhalten wir 
wieder eine unendliche von B ausgehende Grade BO, in welcher 
das hinzukommende gerade Stück nicht die geringſte Anderung in 
Bezug auf die „Größe“ hervorgebracht hat, was daraus erkannt 
wird, daß man die neue Grade zur völligen Congruenz mit der 


keit des objektiven Zählens dar [wenn die Menge etwa tauſendmalmillionen 
Gegenſtände umfaßt, ſo möchte ich bezweifeln, daß es den Herren Redakteuren 
möglich ſein wird, die objektive Zählung ſofort auszuführen; Anm. d. 
Verf.]. Hingegen ift bei einer unendlichen Menge [aljo doch eine gewiſſe 
Anerkennung der unendlichen Menge!) die Möglichkeit des Zählens ſchlechthin 
ausgeſchloſſen [was in dem hier gemeinten Sinne von Niemandem bezweifelt 
wird!, weil eben das wahrhaft Unendliche nur als ein Unbe⸗ 
ſtimmtes, Unfertiges gefaßt werden kann. [Mjo das „wahrhaft 
Unendliche“ fol ſchlechter fein, als das Endliche!?] U. ſ. w.“ Iſt es den 
Herren gänzlich aus der Erinnerung gekommen, daß, von den Reiſen ab» 
geſehen, die in der Phantaſie oder im Traume ausgeführt zu werden pflegen, 
daß, ſage ich, zum ſichern Wandeln oder Wandern feſter Grund und 
Boden ſowie ein geebneter Weg unbedingt erforderlich ſind, ein Weg, 
der nirgends abbricht, ſondern überall, wohin die Reiſe führt, gangbar ſein 
und bleiben muß? Iſt denn die Mahnung, welche Heinrich Hoffmann in 
ſeinem „Struwelpeter“ (Frankfurt a/ Main, bei Loening) mit dem „Hans 
Guck in die Luft“ jo deutlich uns Allen zu Gemüte geführt hat, nur 
an den Herren Herbartianern ohne jeden Eindruck geblieben? Die weite 
Reiſe, welche Herbart ſeiner „wandelbaren Grenze“ vorſchreibt, iſt 
eingeſtandenermaßen nicht auf einen endlichen Weg beſchränkt; ſo muß 
denn ihr Weg ein unendlicher, und zwar, weil er ſeinerſeits nichts 
Wandelndes, ſondern überall feſt iſt, ein aktualunendlicher Weg 
ſein. Es fordert alſo jedes potenziale Unendliche (die wandelnde 
Grenze) ein Transfinitum (den ſichern Weg zum Wandeln) und kann 
ohne letzteres nicht gedacht werden (M. vergl. hiermit Abſchn. V und 
VII dieſer Abhandlung). Da wir uns aber durch unſre Arbeiten der breiten 
Heerſtraße des Transfiniten verſichert, ſie wohl fundirt und ſorgſam gepflaſtert 
haben, ſo öffnen wir ſie dem Verkehr und ſtellen ſie, als eiſerne Grundlage, 
nutzbar allen Freunden des potenzialen Unendlichen, im Beſondern aber der 
wanderluſtigen Herbart'ſchen „Grenze“ bereitwilligſt zur Verfügung; gern 
und ruhig überlaſſen wir die Raſtloſe der Eintönigkeit ihres durchaus nicht 
beneidenswerten Geſchicks; wandle ſie nur immer weiter, es wird ihr von nun 
an nie mehr der Boden unter den Füßen ſchwinden. Glück auf die Reiſe! 
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alten bringen kann; der Gewinn, den fie durch das hinzugekommene 
Stück BA erhalten hat, iſt zwar real vorhanden und unbeftreit- 
bar, verſchwindet aber völlig wenn man blos auf das den 
beiden Linien AO und BO anhaftende Accidens der Größe achtet. 
Wer hier wie überhaupt bei actual unendlichen Quantitäten einen 
Verſtoß gegen das Widerſpruchsprincip findet, irrt durchaus, indem er 
den abſtractiven Character der „Größe“ aus dem Auge verliert und ſie 
fälſchlich mit der ſubſtanziellen Entität des vorliegenden Quantums 
identificirt“). In ein ähnliches Verſehen ſcheint aber auch Wundt 


*) Auf dieſen Irrtum gründen viele ihre ſogenannten Beweiſe für die Un- 
möglichkeit actual unendlicher Quantitäten oder Zahlen; man vergleiche bei- 
ſpielsweiſe: Ch. Renouvier, Esquisse d'une classification systematique 
des doctrines philosophiques t. I. p. 100. Paris 1885. Salv. Tongiorgi. 
Inst. philos. ed. X, t. II. ontol. $ 350; 3°. T. Pesch. Inst, phil nat. 
$412; 1% 2°, 3%, 4°. Bei dieſer Gelegenheit erlaube ich mir noch auf andere 
Verſehen aufmerkſam zu machen, welche ſich bei letzteren beiden Autoren, 
ſowie auch bei vielen Anderen finden. Tongiorgi ſagt in ontol. § 349, prop. 9: 
„Danturne in eadem linea puncta, quae ab X actu infinite distent, an 
non? Si non dantur haec puncta, linea est finita.“ Ebenſo 
behauptet Peſch, § 425, arg. 3, 1°; „Linea autem cujus omnia 
puncta inter se distantiam habent finitam, ipsa finita est.“ 
Während im Vorderſatz das Endlichſein in distributiver Bedeutung 
secundum partes vorausgeſetzt wird, ſchließt man im Nachſatz, ohne 
jede Berechtigung, auf das Endlichſein im kollektiven Sinne quoad 
totum; mwas fih, nach S. Th. Aq. Opusc. de fallaciis, cap. XI., als fallacia 
secundum quid et simpliciter zu erkennen giebt. 

Betrachten wir ferner bei Tongiorgi § 350; 2° (Peſch, § 412, 3°, 4°) 
folgende Argumentation: „Supponatur ex unitatum accumulatione multitudo 
infinita. Haec erit numerus infinitus, aequabitque numerum qui ip- 
sum immediate praecedit, unitate adjecta. Iam numerus prae- 
cedens eratne infinitus, an vero non erat? Infinitum illum dicere non 
potes; nam crescere adhuc poterat, ac reipsa crevit additione unitatis. 
Erat ergo finitus, et unitate addita, factus est infinitus. Nimirum ex 
duobus finitis infinitum emersit; id quod absurdum est.“ 

Hier wird fälſchlich vorausgeſetzt, eine aktualunendliche Zahl müſſe not- 
wendig (weil man bei endlichen Zahlen daran gewöhnt iſt) eine ihr zunächſt 
vorhergehende ganze Zahl haben, aus welcher ſie durch Hinzufügung einer 
Eins hervorginge. Dieſe Vorausſetzung iſt beiſpielsweiſe weder an der 
kleinſten Kardinalzahl , noch an der kleinſten Ordnungszahl w erfüllt; ihnen 
gehen reſp. die endlichen Kardinalzahlen, von denen keine die größte iſt und 
die endlichen Ordnungszahlen, welche auch kein Maximum haben, voran; es 
wäre aljo eine widerſinnige Annahme, von einer der Kardinalzahl © nächſt 
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pag. 128 geraten zu jein. Es bedarf alfo keiner weiteren Redt- 
fertigung, daß ich in den „Grundlagen“ gleich im Anfang zwei 
toto genere von einander verſchiedene Begriffe unterſcheide, welche 
ich das Uneigentlichunendliche und das Eigentlichunendliche nenne; 


vorhergehenden Kardinalzahl oder von einer der Ordnungszahl o zunächſt 
kleineren Ordnungszahl zu reden. Von falſchen Prämiſſen kann aber keine 
wahre Folge erwartet werden. Die ganze Argumentation muß alſo für 
immer verworfen werden. 

Herr Gutberlet ſucht in ſeinem Werke „das Unendliche metaph. und 
mathem. betrachtet, Mainz 1878“ p. 18 dieſelbe Beweisführung dadurch zu 
widerlegen, daß er, ähnlich wie es jhon Leibnitz gethan, die unendliche 
„Zahl“ preisgiebt, dagegen die unendliche „Menge“ zu retten ſucht. Es 
kann aber, m. E., den Gegnern des Transfiniten kein größerer Gefallen 
geſchehen, als mit dieſer Wendung; denn unendliche Zahl und Menge ſind 
unlösbar mit einander verknüpft; giebt man die eine auf, ſo hat man kein 
Recht mehr auf die andere. Ebenſowenig kann ich mich damit einverſtanden 
erklären, daß Gutberlet, verleitet durch zweideutige Erklärungen bei 
Leibniz und Newton und unter Berufung auf neuere „mathematiſche 
Autoritäten“, wie Lübſen, Klügel, R. Hoppe, aus den „Differentialen“ 
(welche nur als beliebig klein werdende Größen aufzufaſſen ſind und die 
alle die Null zur gemeinſchaftlichen Grenze haben; m. bergl. die Abſchnitte 
VI und VII dieſes Aufſatzes), indem er unzuläſſige Diviſionen fingirt, Stützen 
für das A.⸗U. zu gewinnen ſucht. Er wird in dieſer Beziehung von dem 
R. P. T. Peſch (Inst. phil. nat. §§ 421, 422) mit den zutreffendſten Gründen 
widerlegt. 

Umſomehr muß rühmend hervorgehoben werden, daß Herr Prof. Gut⸗ 
berlet mit Nachdruck und Erfolg (1. Abth. 1 Abſchn. 88 3, 5 und 6 ſeines 
Werkes) auf die Abhängigkeit des potenzialen Unendlichen von einem zu 
Grunde liegenden A.- U. hinweiſt; mit Recht wird von ihm betont, daß a 
parte rei eigentlich gar kein potenziales Unendliches exiſtirt; was auch von 
Stöckl, der das P.-U. für ein ens rationis erklärt, anerkannt worden ift. 

Dagegen finde ich aber an verſchiedenen Stellen bei Gutberlet (3. B. p. 45 
ſeines Werkes) die durchaus unhaltbare Theſis ausgeſprochen, daß „im Be— 
griffe der unendlich gedachten Größe der Ausſchluß aller Möglichkeit der Ber- 
mehrung“ liege. Dies kann nur in Bezug auf das Abſolutunendliche zus 
geſtanden werden, das Tranzfinite, obgleich als beſtimmt und größer als 
jedes Endliche gefaßt, teilt mit dem Endlichen den Charakter unbeſchränkter 
Vermehrbarkeit. 

Das durch Gelehrſamkeit und Scharfſinn ausgezeichnete Werk des R. P. 
Tilm. Peſch veranlaßt mich, was ſeinen dem Unendlichen gewidmeten Ab— 
ſchnitt betrifft, zu noch einer Bemerkung. 

Der Verfaſſer legt in § 403 ſeiner Unterſuchung zwei verſchiedene 
Definitionen des Unendlichen zu Grunde, die er promiscue in feinen Beweiſen 
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fie müſſen als in keiner Weiſe vereinbar oder verwandt angejehen 
werden. Die ſo oft zu allen Zeiten zugelaſſene Vereinigung oder 
Vermengung dieſer beiden völlig disparaten Begriffe enthält meiner 
feſten Überzeugung nach die Urſache unzähliger Irrtümer; im Be⸗ 
ſonderen ſehe ich aber hier den Grund, warum man nicht ſchon 
früher die transfiniten Zahlen entdeckt hat. 

Um dieſe Verwechſelung von vornherein auszuſchließen, be- 
zeichne ich die kleinſte transfinite Zahl mit einem, von dem ge— 
wöhnlichen, dem Sinne des Uneigentlichunendlichen entſprechenden 
Zeichen oo, verſchiedenen Zeichen, nämlich mit w. 

Allerdings kann w gewiſſermaßen als die Grenze angeſehen 
werden, welcher die veränderliche endliche ganze Zahl v zuftrebt, 
doch nur in dem Sinne, daß w die kleinſte transfinite Ordnungs⸗ 
Zahl d. h. die kleinſte feſtbeſtimmte Bahl ift, welche größer iſt, 
als alle endlichen Zahlen „; ganz ebenſo wie yZ die Grenze von 
gewiſſen veränderlichen, wachſenden, rationalen Zahlen iſt, nur daß 
hier noch dies hinzukommt, daß die Differenz von / und 
dieſen Nährungsbrüchen beliebig klein wird, wogegen „— immer 
gleich o ift; dieſer Unterſchied ändert aber nichts daran, daß w 
als ebenſo beſtimmt und vollendet anzuſehn ift, wie y2, und ändert 
auch nichts daran, daß w ebenſowenig Spuren der ihm zuftreben- 
den Zahlen v an fih hat, wie y 2 irgend etwas von den ratio- 
nalen Näherungsbrüchen. 

Die transfiniten Zahlen ſind in gewiſſem Sinne ſelbſt neue 
Irrationalitäten und in der That iſt die in meinen Augen 


benutzt, ohne den Nachweis geführt zu haben, daß ſie ſich auf Wechſelbegriffe 
bezögen. Dies iſt ſicherlich ſchon formell unzuläſſig; im vorliegenden Fall 
würde aber ſogar der Verſuch eines Beweiſes für die Korrelation der beiden 
Begriſſe zur Überzeugung geführt haben, daß es ſich dabei um zwei toto 
genere verſchiedene Dinge handelt. Die erſte Definition: „infinitum illud 
dicitur, cujus aliquid semper est extra“ (Aristoteles phys. I. 3, c. 4, 
203a 20) paßt eigentlich nur auf das Arsıoov oder potenziale Unendliche; 
die zweite Definition: „infinitum id est, quo non sit majus, nec esse 
possit“ (welche ſich übrigens in dem von Peſch angeführten Arist. 1. 1 de 
coelo c. 5 nicht findet) entſpricht dagegen nur dem Abſolutunendlichen. Das 
Trausfinitum iſt alſo in dieſem Werke ganz unberückſichtigt geblieben. 
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befte Methode die endlichen Irrationalzahlen zu definiren, ganz 
ähnlich, ja ich möchte ſogar ſagen im Princip dieſelbe, wie meine 
oben beſchriebene Methode der Einführung transfiniter Zahlen. 
Man kann unbedingt ſagen: die transfiniten Zahlen ſtehen oder 
fallen mit den endlichen Irrationalzahlen; ſie gleichen einander 
ihrem innerſten Weſen nach; denn jene, wie dieſe, ſind beſtimmt 
abgegrenzte Geſtaltungen oder Modificationen (ayworsufve) *) des 
actualen Unendlichen. 


II. xk) 

So wenig es meinen Neigungen entſpricht, Anderer Anfichten 
zu kritiſiren, habe ich doch, in Anbetracht der Wichtigkeit des 
Gegenſtandes und auf Ihren ausdrücklichen, wiederholt fund- 
gegebenen Wunſch hin, mir die, in Ihrem Aufſatze ***) „Das 
Problem des Unendlichen“ angegebenen Gründe gegen das „Infi- 
nitum actuale existens seu in concreto“, welche Ihrer Meinung 
nach nicht gleichermaßen gegen das „Inf. act. possibile“ anwend⸗ 
bar wären, genau angeſehen und gefunden, daß auch hier wieder, 
wie in allen dasſelbe Ziel verfolgenden Beweiſen, ein verſteckter 
Zirkelſchluß zu Grunde liegt. In meinem Briefe an Herrn G. Ene- 
ſtröm habe ich geſagt, daß alle ſogen. Beweiſe gegen die act. 
unendl. Zahlen auf einem zewrov yečðos beruhen, über das man 
ſich nicht volle Rechenſchaft giebt, welches aber, in jedem mir 


) M. v. Conimbricenses Phys. Lib. III, cap. 8, quaest. 1, art. 1. 
Dieſe Stelle bezieht fich auf Aristoteles % 38-2088 6, wo dem dresov 
Övrdusı ein dero ws époocuéror entgegengeſtellt und, wie ich gelegent- 
lich in extenso beweiſen werde, mit gänzlich unzureichenden Gründen bekämpft 
wird. M. v. auch S. Thomas in phys. III, lectio 13. Die Gründe des 
Stagiriten beweiſen nichts Anderes, als daß die Argumente, welche die alten 
Naturphiloſophen für die notwendige Exiſtenz eines črepov épogicuévor 
vorgebracht haben, nicht zwingend find; er beweiſt aber nicht die Un- 
möglichkeit eines exiſtirenden «rrsıgov aymoısusvor; mit anderen Worten, 
er beweiſt nicht, daß letzterer Begriff, wenn man ihn als Transfinitum 
faßt, ein widerſprechender ſei und es würde ihm ſolches auch ſchwer, oder, 
richtiger geſagt, unmöglich geweſen ſein. 

) Dieſes Schreiben iſt an Herrn Prof. Gutberlet in Fulda gerichtet 
worden und trägt das Datum v. 24. Januar 1886. 
***) Zeitſchr. für Philoſ. u. philoſ. Kritik von Fichte u. Ulrici. 88. Bd., S. 199. 
3* 
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chung I+® = w wiederfinden, wo auf der linken Seite 
1 — A die Bedeutung des Augendus, w = AO die des 
Addendus hat. Dagegen ift allerdings ＋ 1, wo w als 
Augendus, 1 als Addendus figuriren, wie aus den Prin- 
cipien meiner „Grundlagen“ geſchloſſen wird, eine von w ver- 
ſchiedene transfinite Zahl, nämlich die auf die kleinſte „ näch ft- 
folgende ganze transfinite Orduungszahl; letzteres hat aber 
auf Ihr Exempel keine Anwendung, da bei Ihnen der Augendus 
eine endliche und im Endlichen liegende Größe AA = 1, der 
Addendus AO — m eine act. unendliche iſt. 

Da ich denſelben Gegenſtand von anderen Geſichtspunkten aus 
in einem dieſer Tage von mir geſchriebenen Briefe beſprochen 
habe, jo möchte ich Ihnen beifolgende Abſchrift eines Auszuges *) 
davon verehren, mit dem Wunſche, daß Sie mir ſowohl über das 
Vorliegende, wie auch über das in dem ſoeben erwähnten Briefe 
Geſagte Ihre Meinung gefälligſt ſchreiben mögen. **) 


*) Siehe unten III. 

**) Inbetreff vorſtehender Ausführung läßt fih, wie es feint, Folgen- 
des bemerken. Eben weil die zu verrückende Linie als ſtarr vorausgeſetzt 
ift, fo muß mit Verſchiebung von A nach A’ jeder Punkt der Linie um 
ebenſoviel verſchoben werden, und ſomit auch der unendlich ferne Endpunkt O. 
Die Unendlichkeit könnte nur dann eine Unmöglichkeit des Verſchiebens 
bedingen, wenn die ziehende Kraft wohl zur Verſchiebung eines endlichen, 
nicht aber eines unendlichen Drahtes ausreichte. Aber darum können wir 
eine unendliche Zugkraft vorausſetzen. 

Nun kann man allerdings dagegen einwenden, daß wegen der meta— 
phyſiſchen Unmöglichkeit, eine unendliche Linie in die Endlichkeit Herein- 
zuziehen, die Ausführung trotz der Erfüllung aller phyſiſchen Bedingungen, 
ſelbſt unter Vorausſetzung eines unendlich ſtarken Einfluſſes, doch nicht mög⸗ 
lich wird. Wir befinden uns hier in demſelben Falle, den Suarez bei der 
Annahme einer ewigen (unveränderlichen) Welt vorausſetzt. Feuer, ſo meint 
er, in Ewigkeit an Werg angelegt, würde dieſes trotz ſeiner großen Verbrenn⸗ 
barkeit, nicht entzünden können. Denn der Verbrennungsprozeß von einigen 
Minuten müßte ein Stück von der Ewigkeit abſchneiden und ſo dieſelbe end⸗ 
lich machen. 

Ich glaube aber kaum, daß Jemand ſich dazu verſtehen wird, zu denken, 
daß das Feuer das Werg ewig unverſehrt laſſe. Darum muß eben die Mn- 
nahme einer ewigen mit Veränderungen verbundenen Welt als unſtatt⸗ 
haft bezeichnet werden. Ahnliches ſcheint auch von dem unendlichen Draht 
zu gelten. (Anm. des Herrn Prof. Gutberlet.) 
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Es war meine Abſicht, dieſem heutigen Schreiben noch einige 
andere Erinnerungen und Bedenken ſowohl mit Bezug auf die 
in Ihrem Aufſatz vorkommenden Schlüſſe, wie auch über Verſchie— 
denes in Ihrer Schrift: „Das Unendliche mathem. und metaph. 
betrachtet“ beizufügen; doch halten mich andere Obliegenheiten 
davon ab, ſo daß ich mir dieſe Aufgabe für das nächſte Mal 
zurücklege en 


Die Zeilen, welche (cw. am 25. Dezember 1885 an 
mich zu richten die Güte hatten, enthalten einige Zweifel in Bezug 
auf die philoſophiſche Grundlage meiner, Ihnen zur Prüfung über⸗ 
ſandten Arbeiten; vermutlich ſind es gewiſſe von mir gebrauchte 
Worte, deren Bedeutung ich nicht genauer erklärt habe, welche 
meine Meinung nicht ganz beſtimmt erſcheinen laſſen, und ich 
möchte mir daher erlauben, mich in Kürze genauer auszuſprechen. 

Die in meinem kleinen Aufſatze: „Über die verſchiedenen 
Standpunkte inbezug auf das actuale Unendliche“ vorkommenden 
Ausdrücke „Natura naturans“ und „Natura naturata“ gebrauche 
ich in derſelben Bedeutung, welche ihnen die Thomiſten gegeben 
haben, ſo daß der erſtere Ausdruck Gott als den, außerhalb der 
aus Nichts von ihm geſchaffenen Subſtanzen ſtehenden Schöpfer 
und Erhalter derſelben, der letztere aber die durch ihn geſchaffene 
Welt bezeichnet. Dementſprechend unterſcheide ich ein „Infinitum 
aeternum increatum sive Absolutum“, das ſich auf Gott und feine 
Attribute bezieht, und ein „Infinitum creatum sive Transfinitum“, 
das überall dort ausgeſagt wird, wo in der Natura creata ein ` 
actual Unendliches conſtatirt werden muß, wie beiſpielsweiſe in Be- 
ziehung auf die, meiner feſten Überzeugung nach, actual unendliche 
Zahl der geſchaffenen Einzelweſen, ſowohl im Weltall, wie auch 
ſchon auf unſerer Erde und, aller Wahrſcheinlichkeit nach, ſelbſt in 


) Die folgenden zwei Briefe (III und IV) v. 22. und 29. Januar 1886 
waren an einen großen Theologen gerichtet; derſelbe iſt, wie ich mit Schmerz 
erwähne, am 11. December 1886 in die Ewigkeit abgerufen. 
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jedem noch jo kleinen, ausgedehnten Theil des Raumes, worin ich 
mit Leibnitz ganz übereinſtimme (Epistola ad Foucher, t. 2 
operum ed. Dutens, p. I pag. 243). 

Obwohl ich weiß, daß die Lehre vom „Infinitum creatum“, 
zwar nicht von allen, doch von den meiſten Kirchenlehrern bekämpft 
wird und im Beſonderen auch vom großen S. Thomas Aquinatus 
in ſeiner 8. theol. p. 1. q 7. a. 4 gewiſſe Meinungen dagegen an⸗ 
geführt werden, ſo ſind doch die Gründe, welche in dieſer Frage 
im Verlauf zwanzigjähriger Forſchung, ich kann ſagen wider Willen, 
weil im Gegenſatz zu von mir ſtets hochgehaltener Tradition, von 
Innen her ſich mir aufgedrängt und mich gewiſſermaßen gefangen 
genommen haben, ſtärker als Alles, was ich bisher dagegen geſagt 
fand, obgleich ich es in weitem Umfange geprüft habe. Auch glaube 
ich, daß die Worte der heil. Schrift, wie z. B. Sap. C. 11. v. 21: 
„Omnia in pondere, numero et mensura disposuisti.“, in denen 
ein Widerſpruch gegen die actual unendlichen Zahlen vermutet 
wurde, dieſen Sinn nicht haben; denn, geſetzt den Fall, es gäbe, 
wie ich bewieſen zu haben glaube, actual unendliche „Mächtig— 
keiten“, d. h. Cardinalzahlen und actual unendliche „Anzahlen wohl- 
geordneter Mengen“ d. h. Ordnungszahlen (welche zwei Begriffe, 
wie ich gefunden habe, bei actual unendlichen Mengen außerordent⸗ 
lich verſchieden ſind, während bei endlichen Mengen ihr Unterſchied 
kaum bemerkbar ift), jo würden ganz ſicherlich auch diefe trans- 
finiten Zahlen in jenem heiligen Ausſpruche mitgemeint ſein und 
es darf daher, meines Erachtens, derſelbe nicht als Argument gegen 
die actual unendlichen Zahlen genommen werden, wenn ein Cirkel— 
ſchluß vermieden werden ſoll. 

Daß aber ein „Infinitum creatum“ als exiſtent angenommen 
werden muß, läßt fih mehrfach beweiſen. Um Ew. . .. nicht zu 
lange aufzuhalten, möchte ich mich in dieſer Sache auf zwei kurze 
Andeutungen beſchränken. 

Ein Beweis geht vom Gottesbegriff aus und ſchließt zunächſt 
aus der höchſten Vollkommenheit Gottes Weſens auf die Möglich— 
keit der Schöpfung eines Transtinitum ordinatum, ſodann aus 
ſeiner Allgüte und Herrlichkeit auf die Notwendigkeit der thatſäch— 
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lich erfolgten Schöpfung eines Transfinitum. Ein anderer Beweis 
zeigt a posteriori, daß die Annahme eines Transfinitum in natura 
naturata eine beſſere, weil vollkommnere Erklärung der Phänomene, 
im Beſondern der Organismen und der piyhiichen Erſcheinungen 
ermöglicht, als die entgegengeſetzte Hypotheſe. j 


IV. 

Ew. . . fage ich meinen herz: 
lichſten Dank fur die Ausführungen des gütigen Schreibens vom 
26. Januar 1886, denen ich mit voller Überzeugung zuſtimme; denn 
in der kurzen Andeutung meines Briefes vom 22. ds. war es an 
der betreffenden Stelle nicht meine Meinung, von einer objektiven, 
metaphyſiſchen Notwendigkeit zum Schöpfungsakt, welcher Gott, der 
abſolut Freie unterworfen geweſen wäre, zu ſprechen, ſondern 
ich wollte nur auf eine gewiſſe ſubjektive Notwendigkeit für uns 
hinweiſen, aus Gottes Allgüte und Herrlichkeit auf die thatſächlich 
erfolgte (nicht a parte Dei zu erfolgende) Schöpfung, 
nicht blos eines Finitum ordinatum, ſondern eines 
Transfinitum ordinatum zu ſchließen. 


V. 

Mit Vergnügen entnehme ich Ihrem Schreiben vom 
23. ds., daß Sie dem Gegenſtand meiner Unterſuchungen ein 
Intereſſe zuwenden, für welches mein Dank um ſo größer iſt, je 
ſeltener es mir von namhaften Naturforſchern und Arzten entgegen- 
gebracht wird; denn in dieſen Kreiſen iſt das, was ich „horror 
infiniti“ nenne, nach den verſchiedenſten Beziehungen und aus den 
mannigfaltigſten Urſachen, im Allgemeinen ein tief eingewurzel⸗ 
tes Übel. 

Faſſen wir die Definitionen des potenzialen und actualen Un— 
endlichen ſcharf ins Auge, ſo dürften die Schwierigkeiten, von 
denen Sie mir ſchreiben, bald beſeitigt ſein. 


*) Dieſer Brief, datirt v. 28. Febr. 1886, ift an Prof. Dr. med. A. Eulen- 
burg in Berlin gerichtet. 
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J. Das P.⸗U.“) wird vorzugsweiſe dort ausgeſagt, wo 
eine unbeſtimmte, veränderliche endliche Größe vorkommt, 
die entweder über alle endlichen Grenzen hinaus wächſt (unter 
dieſem Bilde denken wir uns z. B. die ſogenannte Zeit, von einem 
beſtimmten Anfangsmomente an gezählt) oder unter jede endliche 
Grenze der Kleinheit abnimmt (was z. B. die legitime Vorſtellung 
eines ſogenannten Differentials iſt); allgemeiner ſpreche ich von 
einem P.U. überall da, wo eine unbeſtimmte Größe in Be— 
tracht kommt, die unzählig vieler Beſtimmungen fähig iſt. 

II. Unter einem A.-U.“ “) ift dagegen ein Quantum zu ver- 
ſtehen, das einerſeits nicht veränderlich, ſondern vielmehr 
in allen ſeinen Teilen feſt und beſtimmt, eine richtige Conſtante 
iſt, zugleich aber andrerſeits jede endliche Größe derſelben 
Art an Größe übertrifft. Als Beiſpiel führe ich die Geſamtheit, 
den Inbegriff aller endlichen ganzen poſitiven Zahlen an; dieſe 
Menge iſt ein Ding für ſich und bildet, ganz abgeſehen von 
der natürlichen Folge der dazu gehörigen Zahlen, ein in allen 
Teilen feſtes, beſtimmtes Quantum, ein épworouéror, das offenbar 
größer zu nennen ift, als jede endliche Anzahl. **) Ein anderes 


) d. h. das potenziale Unendliche (drergov). 

**) d. h. das actuale Unendliche (åpomouevov). 

) Man vergleiche die hiermit übereinſtimmende Auffaſſung der ganzen 
Zahlenreihe als actual unendliches Quantum bei 8. Augustin, De civitate 
Dei, lib. XII, cap. 19: Contra eos, qui dicunt ea, quae infinita sunt, nec 
Dei posse scientia conprehendi. Wegen der großen Bedeutung, welche 
dieſe Stelle für meinen Standpunkt hat, will ich ſie wörtlich hier aufnehmen 
und behalte mir vor, dieſelbe bei einer ſpäteren Gelegenheit ausführlich zu 
beſprechen. Das Kapitel lautet: „Illud autem aliud quod dicunt, nee Dei 
scientia quae infinita sunt posse conprehendi: restat eis, ut dicere audeant- 
atque huic se voragini profundae inpietatis inmergant, quod non omnes 
numeros Deus noverit. Eos quippe infinitos esse, certissimum est; quo- 
niam in quocumque numero finem faciendum putaveris, idem ipse, non 
dico uno addito augeri, sed quamlibet sit magnus et quamlibet ingentem 
multitudinem continens, in ipsa ratione atque scientia numerorum non 
solum duplicari, verum etiam multiplicari potest. Ita vero suis quis- 
que numerus proprietatibus terminatur, ut nullus eorum 
par esse cuicumque alteri possit. Ergo et dispares inter 
se atque diversi sunt, et singuli quique finiti sunt, et om- 
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Beiſpiel ift die Geſamtheit aller Punkte, die auf einem gegebenen 
Kreiſe (oder irgend einer andern beſtimmten Curve) liegen. Ein 
drittes Beiſpiel ift die Geſamtheit aller ſtreng punktartig vor- 
zuſtellender Monaden, welche zum Phänomen eines vorliegenden 
Naturkörpers als conſtitutive Beſtandteile beitragen. 


nes infiniti sunt. Itane numeros propter infinitatem nescit omnes Deus, 
et usque ad quandam summam numerorum scientia Dei pervenit, ceteros 
ignorat? Quis hoc etiam dementissimus discerit? Nec aude- 
bunt isti contemnere numeros et eos dicere ad Dei scientiam non pertinere, 
apud quos Plato Deum magna auctoritate commendat numeris mundum 
fabricantem. Et apud nos Deo dietum legitur: Omnia in mensura et 
numero et pondere disposuisti (Sap. 11, 21); de quo et propheta 
dicit: Qui profert numerose saeculum (Esai. 40, 26) et Salvator 
in evangelio: Capilli, inquit, vestri omnes numerati sunt (Mt. 
10, 30). Absit itaque ut dubitemus, quod ei notus sit omnis numerus, 
cujus intelligentiae [absolutae], sicut in psalmo canitur, non est 
numerus (Ps. 147, 5). Infinitas itaque numeri, quamvis infinitorum 
numerorum nullus sit numerus [finitus], non est tamen inconprehensibilis 
ei, eujus intelligentiae [absolutae] non est numerus. Quapropter si, quid- 
quid scientia conprehenditur, scientis conprehensione finitur: profecto et 
omnis infinitas quodam ineffabili modo Deo [de] finita [épæogsouëvor] 
est, quia scientiae ipsius inconprehensibilis non est. Quare si infinitas 
numerorum scientiae Dei, qua conprehenditur, esse non potest in [de] 
finita: qui tandem nos sumus homunculi, qui ejus scientiae limites figere 
praesumamus, dicentes quod, nisi eisdem circuitibus temporum eadem 
temporalia repetantur, non potest Deus cuncta quae facit vel praescire 
ut faciat, vel scire cum fecerit? cujus sapientia simplieiter multi- 
plex et uniformiter multiformis tam inconprehensibili conprehen- 
sione omnia inconprehensibilia conprehendit, ut, quaecumque nova et 
dissimilia consequentia praecedentibus si semper facere 
vellet, inordinata et inprovisa habere non posset, nec ea 
provideret ex proximo tempore, sed aeterna praescientia 
contineret An einzelnen Stellen habe ich, durch Klammern erkenntliche, 
Einſchaltungen zu machen mir erlaubt, die den Sinn, welchen die betreffen- 
den Worte an den betreffenden Stellen bei S. Auguſtin m. Erachtens nach 
haben, deutlicher hervortreten laſſen. Energiſcher, als dies hier von 
S. Auguſtin geſchieht, kann das Transfinitum nicht verlangt, voll- 
kommener nicht begründet und verteidigt werden. Denn, daß es ſich bei der 
unendlichen Menge (>) aller endlichen ganzen Zahlen v nicht um das Mb- 
ſolutunendliche (Liv) handelt, wird wohl von Niemandem in Zweifel gezogen 
werden. 

Indem nun der h. Auguſtin die totale, intuitive Perception der Menge 
(x), „quodam ineffabili modo“, a parte Dei behauptet, erkennt er zugleich 
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Aus der Definition I folgt, daß Sie vollkommen Recht haben, 
wenn Sie fragen: „wäre es nicht beſſer, für das P- U. den Mus- 
druck Unendliches ganz fallen zu laſſen?“ 


diefe Menge formaliter als ein aktual- unendliches Ganzes, als ein 
Transfinitum an und wir find gezwungen, ihm darin zu folgen. An 
dieſer Stelle wird nun aber möglicherweiſe der Einwand erhoben werden, 
daß, wenn wir auch genötiget find, die Menge (») als ein kategorematiſches 
Unendliches anzuſehen, es uns andrerſeits nicht erlaubt iſt, die dieſer Menge 
entſprechende Ordnungszahl ©, oder die ihr zukommende Kardinalzahl œ in 
Betracht zu ziehen und zwar ſei uns dies aus dem Grunde nicht erlaubt, 
weil wir, bei der Beſchränktheit unſres Weſens, nicht im Stande ſind, alle 
die unendlich vielen zur Menge (>) gehörigen Zahlindividuen » uno intuitu 
aktuell zu denken. Ich möchte nun aber Denjenigen ſehen, der etwa bei der 
endlichen Zahl „Tauſendmal Million“, oder ſelbſt bei noch viel kleineren 
Zahlen alle darin vorkommenden Einheiten uno intuitu, diſtinkt und präziſe 
fich vorftellen kann. Ein Solcher lebt heutiges Tages unter uns ganz ficher- 
lich nicht. Und trotzdem haben wir das Recht, die endlichen Zahlen, auch 
wenn fie noch fo groß find, als Gegenſtände der diskurſiven, menſch— 
lichen Erkenntnis anzuſehen und ſie wiſſenſchaftlich nach ihrer Beſchaffenheit 
zu unterſuchen; daſſelbe Recht ſteht uns auch in Bezug auf die 
transfiniten Zahlen zu. Jenem Einwand gegenüber giebt es alſo nur 
eine Antwort: die Bedingung, welche Ihr ſelbſt, ſogar an den kleinen, 
endlichen Zahlen, nicht zu erfüllen und zu leiſten im Stande ſeid, dieſelbe 
mutet Ihr uns zu, in Bezug auf die unendlichen Zahlen! Iſt ein un⸗ 
billigeres Verlangen von Menſchen an Menſchen jemals geſtellt worden? 
Nach unſrer Organiſation ſind wir nur ſelten im Beſitz eines Begriffes, von 
dem wir fagen könnten, daß er ein „conceptus rei proprius ex propriis“ 
wäre, indem wir durch ihn eine Sache adäquat, ohne Hülfe einer Negation, 
eines Symbols oder Beiſpiels, ſo auffaſſen und erkennen, wie ſie an und 
für ſich ift. Vielmehr find wir beim Erkennen zumeift auf einen „conceptus 
proprius ex communibus“ angewieſen, welcher uns befähigt ein Ding aus 
allgemeinen Prädikaten und mit Hülfe von Vergleichungen, Ausſchließungen, 
Symbolen oder Beiſpielen derartig zu beſtimmen, daß es von jedem 
andern Ding wohlunterſchieden iſt. Man vergleiche z. B. die Methode, 
nach welcher ich in den „Grundlagen“ (1883) und fon früher in den „Mathem. 
Annalen, Bd. V“ (1871) die irrationalen Zahlgrößen definirt habe. Ich 
gehe nun fo weit, unbedingt zu behaupten, daß dieſe zweite Art der 
Beſtimmung und Abgränzung von Dingen für die kleineren transfiniten 
Zahlen (à. B. für © oder 1 oder , bei kleiner endlicher ganzer Zahl v) 
eine unvergleichlich einfachere, bequemere und leichtere iſt, als 
für ſehr große endliche Zahlen, bei denen wir gleichwohl auch nur auf das⸗ 
ſelbe, unſerer unvollkommenen Natur entſprechende Hülfsmittel angewieſen ſind. 

Im Gegenſatz zu Auguſtin findet ſich bei Origenes eine 
entſchiedene Stellungnahme gegen das Aktualunendliche und er geht 
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Allerdings ift das P.-U. eigentlich kein Unendliches, darum 
habe ich es in meinen „Grundlagen“ uneigentliches Unend— 
liches genannt. Doch wird es ſchwer ſein, den betreffenden Gebrauch 


hierin ſo weit, daß es faſt ſcheinen möchte, er wolle ſelbſt die Unendlichkeit 
Gottes nicht behauptet wiſſen. Denn er ſagt, man dürfe nicht durch einen 
falſchen Euphemismus (eögmwias géo) die Begrenzung (circumscriptio — 
zregıyoapı)) der göttlichen Kraft leugnen. Ich erinnere daran, daß megas 
im Griechiſchen Ziel, Grenze und Vollendung zugleich bedeutet: mit dem 
dertigon verbindet ſich daher eigentlich der Begriff des Unbeſtimmten, Unvoll⸗ 
kommenen. Auch im Lateiniſchen kommt infinitum in dem Sinne „unbeſtimmt“ 
bei Cicero und Quintilian vor (3. B. infinitior distributio partium, ein 
logiſcher Fehler in der Rede; infinitas quaestiones, ungenau beſtimmte 
Fragen ꝛc.). Auch finis bezeichnet, wie eee, die Vollendung, fo in dem 
bekannten Titel des Ciceron. Werkes de finibus bonorum, bei Tacitus 
finis aequi juris etc. 

In Origenes, de principiis (Cree doyær), ed. Redepenning (In 
den griechiſch erhaltenen Fragmenten p. 10, in der Überſetzung des Rufinus 
p. 214) heißt es wörtlich: „— intueamur creaturae initium, quodcunque 
illud initium creantis Dei mens potuerit intueri. In illo ergo initio putan- 
dum est tantum numerum rationabilium creaturarum, vel intellectualium, 
vel quoquomodo appellandae sunt, quas mentes superius diximus, fecisse 
Deum quantum sufficere posse prospexit. Certum est quippe quod prae- 
finito aliquo apud se numero eas fecit: non enim, ut quidam volunt, 
finem putandum est non habere creaturas; quia ubi finis 
non est, nec conprehensio ulla nec circumscriptio esse 
potest. [Es iſt höchſt wahrſcheinlich, daß jene Auseinanderſetzung bei 
Auguſtin im durchaus bewußten Gegenſatz zu dieſer Stelle bei Origenes 
geſchrieben worden ift] Quod si fuerit, utique nec contineri vel 
dispensari a Deo, quae facta sunt, poterunt. Naturaliter nempe 
quidquid infin tum [Origenes hat immer nur das arreıor im Auge und 
jagt, wenn die göttliche Kraft &eiços wäre, könnte Gott ſich ſelbſt nicht er- 
kennen] fuerit, et incomprehensibile erit. Porro autem, sicut scriptura 
dicit: „In numero et mensura universa‘ (Sap. 11, 21) condidit Deus, et 
idcirco numerus quidem recte adaptabitur rationabilibus creaturis, vel 
mentibus, ut tantae sint, quantae a providentia Dei dispensari, regi et 
contineri possint. Mensura vero materiae corporali consequenter aptabitur: 
quam utique tantam a Deo esse creatam credendum est, quantum sibi 
sciret ad ornatum mundi posset sufficere (gr. tosaúryy vlny donv Hit) 
zararooujoaı).“ Ich habe dieſe tiefſinnige Betrachtung des Origenes 
vollſtändig reproduzirt, weil ich in ihr den Urſprung für die, wie ich an- 
erkennen muß, bedeutendſten und inhaltvollſten Argumente erblicke, 
welche gegen das Transfinitum zur Geltung gebracht worden ſind. Man 
findet dieſelben oft wiederholt; ich will ſie in der vollendetſten Form, die ihnen 
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zu beſeitigen, um jo ſchwerer, als das P.-U. der leichtere, ange: 
nehmere, oberflächlichere, unſelbſtändigere Begriff und die ſchmeich⸗ 
leriſche Illuſion zumeiſt mit ihm verknüpft iſt, als hätte man 
daran was Rechtes, was richtig Unendliches; während doch in 
Wahrheit das PU. nur eine geborgte Realität hat, indem es ſtets 


gegeben worden iſt, hier anführen. In der S. Thomas’schen Summa theol. I, 
d. 7, a. 4 heißt es: „1) Multitudinem actu infinitam dari, impossibile est, 
quia omnem multitudinem oportet esse in aliqua specie multitudinis. 
Species autem multitudinis sunt secundum species nume- 
rorum. Nulla autem species numeri est infinita; quia quilibet 
numerus est multitudo mensurata per unum, Unde impossibile est -esse 
multitudinem infinitam actu; sive per se, sive per accidens. 2) Item om- 
nis multitudo in rerum natura existens est creata; et omne creatum sub 
aliqua certa intentione creantis comprehenditur, non enim in 
vanum agens aliquod operatur. Unde necesse est quod sub certo 
numero omnia creata comprehendantur. Impossibile est ergo esse muiti- 
tudinem infinitam in actu, etiam per accidens.“ 

Dies find die beiden gewichtigſten Gründe, welche im Lauf der Zeiten 
gegen das Transfinitum vorgeführt worden find; alle anderen Argumente, 
die man ausgeſprochen findet, laſſen ſich verhältnismäßig leicht negativ ent⸗ 
kräften, indem man bemerkt, daß ſie auf einem Fehler im Schließen beruhen. 
Dieſe beiden Gründe dagegen, find ſehr wohl fundirt und konnten nur 
poſitiv gelöſt und erledigt werden, indem man bewies und zeigte, 
daß die transfiniten Zahlen und Ordnungstypen im Reiche 
des Möglichen ebenſowohl exiſtiren, wie die endlichen Zahlen 
und daß im Transfiniten fogar ein weitaus größerer Reich- 
tum an Formen und an „species numerorum“ vorhanden und 
gewiſſermaßen aufgeſpeichert iſt, als in dem verhältnismäßig 
kleinen Felde des unbeſchränkten Endlichen. Daher ſtanden 
die transfiniten Species den Intentionen des Schöpfers und 
ſeiner abſolut unermeßlichen Willenskraft ganz ebenſo ver— 
fügbar zu Gebote, wie die endlichen Zahlen. Man möchte glauben, 
daß 8. Thomas dieſen Zuſammenhang geahnt oder fogar gekannt und durch- 
ſchaut und eben darum es verſchmäht hat, die anderen, federleichten 
Argumente gegen die aktualunendlichen Größen und Zahlen, welche ſich u. A. 
auch in den Schriften ſeines Lehrers Albertus Magnus finden, zu repro- 
duziren. Er blieb und beſtand mit großem Recht auf jenen inhalts- 
vollen und gewichtigen zwei Gründen, die nur poſitiv gelöſt werden 
konnten; gab aber die übrigen Gründe durchaus gern auf, in dem berühmten 
Ausruf gegen die Murmurantes: „Praeterea adhuc non est demon- 
stratum, quod Deus non possit facere ut sintinfinita actu“. 
(Opusc. de aeternitate mundi). 
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auf ein A.⸗U. hinweiſt, durch welches es erft möglich wird. Daher 
das dem P. U. von den Scholaſtikern zutreffend gegebene Epithe— 


ton: ourzarnyoonuatızas. 


Sehen wir uns ferner die Definition II an, ſo folgt zunächſt, 
daß daraus mit nichten geſchloſſen werden kann, als ob das 
A.⸗U feiner Größe nach unvermehrbar fein müfſſe; eine 
irrige Annahme, die nicht nur in der alten und in der ſich an 
ſie anſchließenden ſcholaſtiſchen, ſondern auch in der neueren 
und neueſten Philoſophie, man kann faſt ſagen, allgemein ver⸗ 
breitet ift.*) Vielmehr find wir hier genötigt, eine fundamen: 
tale Diftinction zu machen, indem wir unterſcheiden: 

II. Vermehrbares M.M. oder Transfinitum. 

III Unvermehrbares A.-U. oder Absolutum. 

Die vorhin für das AU. angeführten drei Beiſpiele gehören 
ſämtlich in die Klaſſe IIe des Transfiniten. Ebenſo gehört hier- 
her die kleinſte überendliche Ordnungszahl, welche ich 
mit % bezeichne; denn ſie kann zur nächſt größeren Ordnungszahl 
% + 1, diefe wieder zu w + 2 u. ſ. w. vergrößert reſp. vermehrt 
werden. Aber auch die kleinſte actual unendliche Mäch— 


) Da ich feit vier Jahren, nach Publikation der „Grundlagen“, Zeit 
gefunden habe, mich in der Literatur der alten und der ſcholaſtiſchen Philo— 
ſophie etwas genauer umzuſehen, jo weiß ich nun auch, daß das A.- U. in 
natura creata zu allen Zeiten feine Verteidiger innerhalb der chriſtlichen 
Spekulation gehabt hat. Durch Bayles Diktionnaire bin ich vor etwa drei 
Jahren u. A. auf den hervorragenden Franziskanermönch R. P. Emanuel 
Maignan aus Toulouſe (Cursus philosophicus, Lugduni, 1673) aufmerk⸗ 
ſam geworden, der dem kategorematiſchen Unendlichen eine ſehr weite Sphäre 
zuweiſt. Darin ſchließt ſich ihm an ſein Schüler, der Franziskaner R. P. 
Joh. Saguens (M. v. deſſen Werk: De perfectionibus divinis, Coloniae 
1718). Von den Nominaliſten (im Anſchluß an Avicenna) ſoll der weit⸗ 
aus größte Teil die „unendliche Zahl“ behauptet haben. Daſſelbe wird den 
Seotiſten nachgeſagt. Der R. P. T. Peſch führt in feinen inst. phil. 
nat. § 409 unter den Verteidigern der Möglichkeit der unendlichen Zahlen 
auch folgende Autoren an: Gabriel Vasquez (Comm. in Summ. p. 1, 
d. 26, o. 1), Hurtado (Phys. d. 13, § 16), Arriaga (Phys. d. 13. n. 32) 
und Oviedo (Phys. controv. 14, punct. 4, n. 6; punct. 5). Einen ver- 
mittelnden Standpunkt findet man bei den Conimbricenjes (Phys. J. 3, 
C. 8, q. 2) und bei Amicus (Phys. tr. 18, q. 6, dub. 2). 
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tigkeit oder Cardinalzahl ift ein Transfinitum, und das 
gleiche gilt von der nächſt größeren Cardinalzahl u. ſ. w. 

Das Transfinite mit ſeiner Fülle von Geſtaltungen und 
Geſtalten weiſt mit Notwendigkeit auf ein Abſolutes hin, auf 
das „wahrhaft Unendliche“, an deſſen Größe keinerlei Hinzufügung 
oder Abnahme ſtatt haben kann und welches daher quantitativ als 
abſolutes Maximum anzuſehen ift. Letzteres überſteigt gewiſſer⸗ 
maßen die menſchliche Faſſungskraft und entzieht ſich namentlich 
mathematiſcher Determination; wogegen das Transfinite nicht 
nur das weite Gebiet des Möglichen in Gottes Erkenntnis 
erfüllt, ſondern auch ein reiches, ſtets zunehmendes Feld idealer 
Forſchung darbietet und meiner Überzeugung nach auch in der 
Welt des Geſchaffenen bis zu einem gewiſſen Grade und in ver— 
ſchiedenen Beziehungen zur Wirklichkeit und Exiſtenz gelangt, um 
die Herrlichkeit des Schöpfers, nach deſſen abſolut freiem Rat⸗ 
ſchluß, ſtärker zum Ausdrucke zu bringen, als es durch einer bloh 
„endliche Welt“ hätte geſchehen können. Dies wird aber auf all— 
gemeine Anerkennung noch lange zu warten haben, zumal bei den 
Theologen, ſo wertvoll auch dieſe Erkenntnis als Hilfsmittel 
zur Förderung der von ihnen vertretenen Sache (der Religion) 
ſich erweiſen würde. 

Endlich habe ich Ihnen noch zu erklären, in welchem Sinne 
ich das Minimum des Transfiniten als Grenze des wachſen— 
den Endlichen auffaſſe Dazu beachte man, daß der Begriff 
„Grenze“ im Gebiete endlicher Zahlen zwei weſentliche Merkmale 
hat, welche hier reciprok auseinander folgen. Die Zahl 1 3. B. 


iſt die Grenze der Zahlen 2, — 1 en (wo „ eine veränderliche 


endliche ganze, über alle endliche Grenzen hinaus wachſende Zahl 
bedeutet) und bietet als Grenze folgende zwei auseinander 
ableitbare Merkmale dar. 


Erſtens ift die Differenz 1 — z, = = eine unendlich klein 


werdende Größe, d. h. die Zahlen 2, nähern ſich der Grenze 1 
bis zu beliebiger Nähe. Ê 
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Zweitens ift 1 die kleinſte von allen Zahl: 
größen, welche größer find, als alle Größen z,; 
denn nimmt man irgend eine Größe 1— e, die kleiner ift als 1, 
jo wird 1 — e zwar größer fein, als einige der z,; aber von einem 


gewiſſen » an, nämlich für » > gr wird immer z, > 1—e 


fein; es iſt alſo 1 das Minimum aller Zahlgrößen, die größer 
find als alle 2, 

Von dieſen zwei Merkmalen charakteriſirt, wie geſagt, jedes für 
ſich vollſtändig die endliche Zahl 1 als Grenze der veränderlichen 
Größe 2, = fs 

Will man nun den Begriff der Grenze auch auf transfinite 
Grenzen ausdehnen, ſo dient dazu nur das zweite der ſoeben 
angeführten Merkmale, das erſte muß hier fallen gelaſſen werden, 
weil es nur für endliche Grenzen Bedeutung, für transfinite aber 
keinen Sinn hat. 

Darnach nenne ich beiſpielsweiſe die Grenze der endlichen 
wachſenden ganzen Zahlen v, weil % die kleinſte von allen Zahlen 
ift, die größer find, als alle endlichen Zahlen »; genau ebenſo 
wie 1 als die kleinſte von allen Zahlen gefunden wird, die größer 


find als alle Größen z, = 1 ee jede kleinere Zahl, als w, 


iſt eine endliche Zahl und wird von anderen endlichen Zahlen » 
der Größe nach übertroffen. Dagegen ift hier  — » ſtets gleich w 
und man kann alſo nicht ſagen, daß die wachſenden endlichen 
Zahlen v ihrem Ziele w beliebig nahe kommen; vielmehr bleibt 
jede noch jo große Zahl » von w ebenſoweit entfernt wie die 
kleinſte endliche Zahl. 

Es tritt hier beſonders deutlich der überaus wichtige und ent- 
ſcheidende Umſtand hervor, daß meine kleinſte transfinite Ord- 
nungszahl « und folglich auch alle größeren Ordnungszahlen gänz— 
lich außerhalb der endloſen Zahlenreihe 1, 2, 3 u. ſ. w 
liegen. Das w ift nicht etwa Maximum der endlichen Zahlen 


(ein ſolches giebt es ja nicht) ſondern w ift das Minimum aller 
4 
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unendlichen Ordnungszahlen. Es war das unglückliche Verſehen 
Fontenelle's“), das Transfinite innerhalb der Zahlenreihe 
1, Bi W sid- „ wenn auch gewiſſermaßen am Schluß der- 
ſelben (der ihr aber ja fehlt) zu ſuchen; indem er auf dieſe Weiſe 
ſeinen unendlichen Zahlen von vornherein einen unlöslichen Wider⸗ 
ſpruch mitgab, war das Schickſal ſeiner unfruchtbaren Theorie 
entſchieden; fie mußte vor einer durchaus berechtigten Kritik“) das 
Feld räumen. Wenn aber letztere durch die Todtgeburt der 
Fontenelleſchen unendlichen Zahlen ſich außerdem verleiten 
ließ, über die actual unendlichen Zahlen ganz allgemein den Stab 
zu brechen, ſo weiß ich, daß ſie ihrerſeits durch die Thatſache 
meiner, von der Fontenelleſchen total verſchiedenen, vollſtändig 
widerſpruchsfreien Theorie widerlegt iſt. 


Ne) 

Sie erwähnen in Ihrem Schreiben die Frage über die actual 
unendlich kleinen Größen. An mehreren Stellen meiner 
Arbeiten werden Sie die Anſicht ausgeſprochen finden, daß dies 
unmögliche, d. h. in ſich widerſprechende Gedankendinge 
ſind und ich habe ſchon in meinem Schriftchen „Grundlagen e. 
allg. Mannigfaltigkeitslehre“ pag. 8 im § 4, wenn auch damals 
noch mit einer gewiſſen Reſerve, angedeutet, daß die ſtrenge Begrün⸗ 
dung dieſer Poſition aus der Theorie der transfiniten Zahlen her- 
zuleiten wäre. Erſt in dieſem Winter fand ſich die Zeit dazu, 
meine dieſen Gegenſtand betreffenden Ideen in die Geſtalt eines 
förmlichen Beweiſes zu bringen. Es handelt ſich um den Satz: 

„Von Null verſchiedene lineare Zahlgrößen 8 
(d. h. kurz geſagt, ſolche Zahlgrößen, welche ſich unter 

) Man vergl. Fontenelle, Elémens de la Geometrie de l'infini. 
Paris 1727. 

**) Man vergl. Maclaurin, Traité des Fluxions. Traduction du 
R. P. Pezenas, Paris 1749; t. I introduction pag. XLI; ferner: Gerdil, - 
opere edite ed ined. Rome 1806. t. IV, pag. 261; t. V, p. 1. 

e) Das Folgende findet ſich fait übereinſtimmend in zwei Briefen; der 
eine vom 13. Mai 1887 iſt an Herrn Gymnaſiallehrer F. Goldſcheider in 


Berlin, der andere v. 16. Mai 1887 an Herrn Profeſſor Dr. K. Weierſtraß 
von mir geſchrieben worden. 
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dem Bilde begrenzter geradliniger ſtetiger Strecken 
vorſtellen laſſen), welche kleiner wären, als jede 
noch ſo kleine endliche Zahlgröße, giebt es nicht, d.h. 
ſie widerſprechen dem Begriff der linearen Zahlgröße.“ 
Der Gedankengang meines Beweiſes iſt einfach folgender: ich gehe 
von der Vorausſetzung einer linearen Größe T aus, die jo 
klein fei, daß ihr n-faches: 


In 
für jede noch jo große endliche ganze Zahl n kleiner 
iſt als die Einheit und beweiſe nun aus dem Begriff der linearen 
Größe und mit Hilfe gewiſſer Sätze der transfiniten Zahlenlehre, 
daß alsdann auch: 


8. 
kleiner iſt, als jede noch ſo kleine endliche Größe, wenn 
„irgend eine noch ſo große transfinite Ordnungszahl (d. h. 
Anzahl oder Typus einer wohlgeordneten Menge) aus irgend einer 
noch ſo hohen Zahlenklaſſe bedeutet. Dies heißt aber doch, daß 
F auch durch keine noch fo kräftige actual unendliche 
Vervielfachung endlich gemacht werden, alſo ſicherlich nicht 
Element endlicher Größen ſein kann. Somit widerſpricht die 
gemachte Vorausſetzung dem Begriff linearer Größen, welcher 
derartig iſt, daß nach ihm jede lineare Größe als integrirender 
Teil von anderen, im beſonderen von endlichen linearen Größen 
gedacht werden muß. Es bleibt alfo nichts übrig, als die Voraus⸗ 
ſetzung fallen zu laffen, wonach es eine Größe I gäbe, die für jede 


endliche ganze Zahl n kleiner wäre als 1 und hiermit iſt unſer 


Satz bewieſen. 

Es ſcheint mir dies eine wichtige Anwendung der transfini— 
ten Zahlenlehre zu ſein, ein Reſultat, welches alte, weit verbreitete 
und tiefwurzelnde Vorurteile zu beſeitigen geeignet iſt. 

Die Thatſache der actual unendlich großen Zah— 
len iſt alſo ſo wenig ein Grund für die Exiſtenz actual 
unendlich kleiner Größen, daß vielmehr gerade mit 

4* 
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Hülfe der erfteren die Unmöglichkeit der letzteren 
bewieſen wird. 


Ich glaube auch nicht, daß man dieſes Reſultat auf anderem 
Wege voll und ſtreng zu erreichen im Stande iſt. 

Das Bedürfnis unſeres Satzes iſt beſonders einleuchtend 
gegenüber neueren Verſuchen von O. Stolz und P. Dubois- 
Reymond, welche darauf ausgehen, die Berechtigung actual un⸗ 
endlich kleiner Größen aus dem ſogenannten „Archimediſchen Axiom“ 
abzuleiten. (M. v. O. Stolz, Math. Annalen Bd. XVIII, pag. 
269; ferner ſeine Aufſätze in den Berichten des naturw. medizin. 
Vereines in Innsbruck, Jahrgänge 1881—82 und 1884; fie find 
betitelt: „Zur Geometrie der Alten, insbeſondere über ein Axiom 
des Archimedes“ und: „Die unendlich kleinen Größen“; endlich 
vergleiche man desſelben Autors: „Vorleſungen über allgemeine 
Arithmetik“, Leipzig 1885, I. Theil, pag. 205.) 

Archimedes ſcheint nämlich zuerſt darauf aufmerkſam ge⸗ 
worden zu fein, daß der in Euclid's Elementen gebrauchte Satz, 
wonach aus jeder noch ſo kleinen begrenzten geradlinigen Strecke 
durch endliche, hinreichend große Vervielfachung belie- 
big große endliche Strecken erzeugt werden können, eines 
Beweiſes bedürftig ſei und er glaubte darum dieſen Satz als 
„Annahme“ (Auußaröueror) bezeichnen zu follen. 

(M. v. Eu cl. Elem. lib. V, def. 4: Aöyor !yeır noög ainia 
ueyédn heyeraı, & Övvaraı nokkankaoalöusva νiν vnegégetr ; 
ferner insbeſondere Elem. lib. X, pr. 1. Archimedes: de sphaera 
et cylindro I, postul. 5 und die Vorrede zu feiner Schrift: de 
quadratura parabolae.) 

Nun ift der Gedankengang jener Autoren (O. Stolz a. a. D.) 
der, daß wenn man dieſes vermeintliche „Axiom“ fallen ließe, 
daraus ein Recht auf actual unendlichkleine Größen, welche dort 
„Momente“ genannt werden, hervorgehen würde. Aber aus dem 
oben von mir angeführten Satze folgt, wenn er auf geradlinige 
ſtetige Strecken angewandt wird, unmittelbar die Nothwendig— 
keit der Euclidiſchen Annahme. Alſo iſt das ſogenannte 
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„Archimediſche Axiom“ gar kein Axiom, ſondern ein, aus 
dem linearen Größenbegriff mit logiſchem Zwang 
folgender Satz. 


VII. 

Wenn man fih über den Urſprung des weitverbreiteten Bor- 
urteils gegen das actuale Unendliche, des horror infiniti in der 
Mathematik volle Rechenſchaft geben will, ſo muß man vor Allem 
den Gegenſatz ſcharf in's Auge faſſen, der zwiſchen dem actualen 
und potenzialen Unendlichen beſteht. Während das potenziale 
Unendliche nichts anderes bedeutet, als eine unbeſtimmte, ſtets end⸗ 
lich bleibende, veränderliche Größe, die Werte anzunehmen hat, 
welche entweder kleiner werden, als jede noch ſo kleine, oder größer 
werden, als jede noch ſo große endliche Grenze, bezieht ſich das 
actuale Unendliche auf ein in ſich feſtes, conſtantes Quantum, das 
größer iſt, als jede endliche Größe derſelben Art. So ſtellt uns 
beiſpielsweiſe eine veränderliche Größe x, die nacheinander die ver⸗ 
ſchiedenen endlichen ganzen Zahlwerthe 1, 2, 3, ...,7,... anzu⸗ l 
nehmen hat, ein potenziales Unendliches vor, wogegen die durch 
ein Geſetz begrifflich durchaus beſtimmte Menge (r) aller ganzen 
endlichen Zahlen „ das einfachſte Beiſpiel eines actualunendlichen 
Quantums darbietet. 

Die weſentliche Verſchiedenheit, welche hiernach zwiſchen den 
Begriffen des potenzialen und actualen Unendlichen beſteht, hat es 
merkwürdigerweiſe nicht verhindert, daß in der Entwickelung der 
neueren Mathematik mehrfach Verwechſelungen beider Ideen vor- 
gekommen ſind, derart, daß in Fällen, wo nur ein potenziales 
Unendliches vorliegt, fälſchlich ein Actualunendliches angenommen 
wird oder daß umgekehrt, Begriffe, welche nur vom Geſichtspunkte 


) Dieſer Brief ift im Mai 1886 an Herrn Guilio Vivanti in Man⸗ 
tua gerichtet worden. Sein Inhalt ift in den letzten Abſchnitt des Aufſatzes: 
Über die verſchiedenen Anſichten inbezug auf die actnalunendfichen Zahlen in 
Bihang till. K. Svenska Vet. Akad. Handlingar, Bd. 11, No. 19 auf⸗ 
genommen worden. 
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des actualen Unendlichen einen Sinn haben, für ein potenziales 
Unendliches gehalten werden. 

Beide Arten der Verwechſelung müſſen als Irrtümer betrachtet 
werden. 


Die erſte tritt unter Anderem dort auf, wo man, wie es z. B. 
Poiſſon (Traité de Mécanique, 2: e édit. t. I, p. 14) gethan 
hat, die ſogenannten Differentiale als actualunendlichkleine Größen 
auffaßt, obgleich ſie nur die Deutung veränderlicher, beliebig klein 
anzunehmender Hülfsgrößen zulaſſen, wie ſchon von beiden Entdeckern 
der Infiniteſimalrechnung, Newton und Leibniz beſtimmt aus: 
geſprochen worden iſt. Dieſer Irrtum kann, Dank Ausbildung 
der ſogenannten Grenzmethode, an welcher die franzöſiſchen Mathema- 
tiker, unter Führung des großen Cauchy, ſo ruhmvoll beteiligt 
ſind, wohl als überwunden angeſehen werden. 


Umſomehr ſcheint mir aber in der Gegenwart die Gefahr des 
andern Fehlers zu drohen, welcher darin beſteht, von dem Actual⸗ 
unendlichen nichts wiſſen zu wollen und es auch dort zu verläugnen, 
wo keine Möglichkeit vorhanden iſt, ohne einen richtigen Gebrauch 
desſelben den Dingen auf den Grund zu kommen. 


Hier iſt in erſter Linie die Theorie der irrationalen Zahl⸗ 
größen anzuführen, deren Begründung nicht durchführbar iſt, ohne 
daß das A.⸗U. in irgend einer Form herangezogen wird. Daß diefe 
Heranziehung auf mehreren Wegen geſchehen kann, findet ſich in 
§ 9 der „Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltig— 
keitslehre“ kurz auseinander geſetzt. Ich habe mich dazu ſchon 
früher (Math. Annalen, Bd. 5, p. 123) beſonderer actualunendlicher 
Mengen rationaler Zahlen bedient, welche ich Fundamental: 
reihen nenne. Herr E. Heine iſt mir darin gefolgt (Borchardts 
Journ. Bd. 74, p. 172); ſeine Abweichungen beziehen ſich nur auf 
die Ausdrucksweiſe, in der Sache ſtimmt er mit mir ganz überein. 
Ich erwähne hier den eigentümlichen, meines Erachtens rückſchritt— 
lichen Verſuch des Herrn Molk (Acta math. t. VI), die irrationalen 
Zahlen gänzlich aus dem Gebiet der höheren Arithmetik zu ver⸗ 
treiben; Herr Kronecker geht ſogar noch weiter und will dieſe 
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Zahlen auch in der Functionentheorie nicht dulden, aus welcher er 
fie durch höchſt künſtliche Subſidiärtheorien zu ver 
drängen ſucht; es bleibt abzuwarten, welchen Erfolg und welche 
Dauer dieſe „unnötigen“ Bemühungen haben werden. (M. v. Crelle 
J. Bd. 99, pag. 336.) 

Man kann aber noch aus einem andern Geſichtspunkte das 
Vorkommen des Actualunendlichen und feine Unentbehrlichkeit ſowohl 
in der Analyſis, wie auch in der Zahlentheorie und Algebra unwider⸗ 
leglich darthun. Unterliegt es nämlich keinem Zweifel, daß wir die ve r= 
än derlichen Größen im Sinne des potenzialen Unendlichen nicht 
miſſen können, fo läßt fih daraus auch die Notwendigkeit des actua- 
len Unendlichen folgendermaßen beweiſen. Damit eine ſolche verän- 
derliche Größe in einer mathematiſchen Betrachtung verwertbar 
ſei, muß ſtrenggenommen das „Gebiet“ ihrer Veränderlichkeit durch 
eine Definition vorher bekannt ſein; dieſes „Gebiet“ kann aber 
nicht ſelbſt wieder etwas Veränderliches ſein, da ſonſt jede feſte 
Unterlage der Betrachtung fehlen würde; alſo iſt dieſes „Gebiet“ 
eine beftimmte actualunendliche Wertmenge. 

So ſetzt jedes potenziale Unendliche, ſoll es ſtreng mathematiſch 
verwendbar ſein, ein Actualunendliches voraus. 

Dieſe „Gebiete der Veränderlichkeit“ ſind die eigentlichen 
Grundlagen der Analyſis ſowohl, wie der Arithmetik und ſie verdienen 
es daher in hohem Grade, ſelbſt zum Gegenſtand von Unterſuchungen 
genommen zu werden, wie dies von mir in der „Mengenlehre“ 
(théorie des ensembles) geſchehen iſt. 

Hat aber hiermit das Actualunendliche in Form actualunend- 
licher Mengen ſein Bürgerrecht in der Mathematik geltend 
gemacht, ſo iſt die Forderung eine unabweisliche geworden, auch 
den actualunendlichen Zahlbegriff durch geeignete natur— 
gemäße Abſtractionen auszubilden, ähnlich wie die endlichen 
Zahlbegriffe, das Material der bisherigen Arithmetik, durch Ab- 
ſtraction aus endlichen Mengen gewonnen worden ſind. Dieſer 
Gedankengang hat mich auf die transfinite Zahlenlehre 
geführt, deren Anfänge ſich in den „Grundlagen einer allgemeinen 
Mannigfaltigkeitslehre“ vorfinden. 
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1. Abſtrahiren wir bei einer gegebenen Menge M, welche aus 
beſtimmten, wohlunterſchiedenen concreten Dingen oder abſtracten 
Begriffen, welche Elemente der Menge genannt werden, beſteht 
und als ein Ding für fih gedacht wird, ſowohl von der Beſchaffen⸗ 
heit der Elemente, wie auch von der Ordnung ihres Gegebenſeins, 
ſo entſteht in uns ein beſtimmter Allgemeinbegriff (universale, 
unum versus alia, in der Bedeutung: unum aptum inesse multis) **), 
den ich die Mächtigkeit von M oder die der Menge M zu: 
kommende Cardinalzahl nenne. Ich fete feft, daß M ein 
Zeichen für die Mächtigkeit von M fei. Die zwei Striche 
über dem M ſollen andeuten, daß an M ein zweifacher Ab: 
ſtraktionsact vollzogen iſt, ſowohl in Bezug auf die Beſchaffen⸗ 
heit der Elemente, wie auch in Bezug auf ihre Ordnung zu ein— 
ander. In No. 9 wird uns die Bezeichnung M mit nur einem 
Strich für dasjenige universale begegnen, welches aus M hervor: 
geht, wenn daran nur die erſtere Art der Abſtraction ausgeübt 
wird. Die Elemente behalten hierbei auch im Begriff diejenige 
Ordnung zu einander, mit welcher fie in concreto in M gedacht 
werden; ſo wird dasjenige gewonnen werden, was ich den Ord— 
nungstypus von M nenne. Zunächſt bleiben wir jedoch bei den 
Cardinalzahlen. 


) Dieſer Abſchnitt VIII giebt einen kurzen Abriß der Fundamente der 
Theorie der Ordnungstypenz er iſt der Hauptſache nach vor bald drei 
Jahren verfaßt worden und ſchon damals zur Aufnahme in ein andres Journal 
beſtimmt geweſen. Nachdem der erſte Bogen bereits geſetzt war, machten ſich, 
zu meiner Überraſchung, Opportunitätsrückſichten geltend, die mich beſtimmten, 
den Aufſatz zurückzuziehen. Habent sua fata libelli. 

**) M. v. P. Matth. Liberatore S. J., Inst. philos., 2a ed. novae 
formae, Prati 1883; vol. 1, Logica pars II, 104. Allen welche, gern oder 
ungern, ſich ein getreues Bild von der thomiſtiſchen Philoſophie verſchaffen wollen, 
kann ich dieſes billige Werk (2 vol. 8 fres., 50 cent.) als die, m. E., vorzüg⸗ 
lichſte Einführung in dieſes Syſtem empfehlen. Von demſelben Autor exiſtiren 
noch: ein kürzeres einbändiges Handbuch: Comp. Logicae et Metaphysicae, 
2a ed., Napoli 1869 (4 fres., 30 Cent.) und andere geiſtvolle, ſorgfältigſt 
gearbeitete Schriften, unter denen ich noch das Werk: Della Conoscenza 
intellettuale, 3a ed. hervorhebe. 
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2. Zwei beftimmte Mengen M und M. nennen wir aequi- 
valent (in Zeichen: M M,), wenn es möglich ift, dieſelben 
geſetznäßig, gegenſeitig eindeutig und vollſtändig, Element für 
Element, einander zuzuordnen. (M. v. Crelle J. Bd. 84, pag. 242; 
Math. Ann. Bd. 15, pag. 3; Acta math. Bd. 2, pag. 311.) 


Iſt Me Mi und M, v M, jo ift auch MM:. 


Beiſpiele. a) Die Menge der Regenbogenfarben 
(Roth, Orange, Gelb, Grün, Blau, Indigo, Violett,) und die 
Menge der Tonſtufen (C, D, E, F, G, A, H) find aequi- 
valente Mengen und ſtehen beide unter dem Allgemeinbegriff 
Sieben. 


p) Die Menge der Finger meiner beiden Hände und 
Ke Menge der Punkte in dem fogen. arithmetiſchen Dreieck 

(M. v. Pascal, Oeuvres compl. Paris, 1877, Hachette & Cie., 
Ra III, pag. 243: Traité du triangle arithmetique) find aequi- 
valent; ihnen kommt die Cardinalzahl Zehn zu. 


c) Die actual unendliche Menge (») aller poſitiven, endlichen 
ganzen Zahlen v ift geg. der Menge (u + ri) aller complexen 
ganzen Zahlen von der Form u i, wo u und » unabhängig 
von einander alle ganzzahligen poſitiven Werthe erhalten; dieſe 


beiden Mengen ſind geg. der Menge (“) aller pofitiven reellen 


Bablen 75 wo u und v relativ prim zu einander feien; letzteres 


erſcheint um ſo merkwürdiger, als die den rationalen Zahlen ent⸗ 
ſprechenden ſog. rationalen Punkte einer Geraden in dieſer „überall- 
dicht“ liegen (M. v. Math. Ann. Bd. 15 pag. 2), während die 
den ganzen Zahlen „ entſprechenden Punkte der Geraden in Ab: 
ſtänden von der Größe der zu Grunde gelegten Längeneinheit auf 
einander folgen. Aber auch der Inbegriff aller fog. algebraiſchen 
Zahlen hat, wie ich bewieſen habe, nur die Mächtigkeit des Jn- 
begriffs (0, welches die kleinſte Mächtigkeit ift von allen, die bei 
actual unendlichen Mengen überhaupt vorkommen. (M. v. Crelle 
J. Bd. 77, pag. 258; Bd. 84, pag. 243, 250; Math. Ann. Bd. 
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15, pag. 3 und 4; Bd. 20, pag. 114; Acta math. Bd. 2, pag. 
312, 319.) 


d) Dagegen iſt die Menge aller reellen (d. h. der rationalen 
und irrationalen, der algebraiſchen und transcendenten) Zahlgrößen 
nicht aeq. der Menge (), wie ich zuerſt in Bd. 77 von Crelle's 
J., pag. 259, f. f. und ſpäter noch einmal in Bd. 15 der Math. 
Ann. pag. 5 und in Acta math. Bd. 2, pag. 306, f. f. bewieſen 
habe. Wohl iſt aber auch der nicht weniger merkwürdige Satz 
von mir bewieſen worden, daß ſogen. n-bimenfionale ſtetige Ge- 
bilde hinſichtlich ihres Punktbeſtandes aequivalent ſind dem 
Linearcontinuum, alſo mit dieſem gleiche, von (0 verſchiedene 
Mächtigkeit haben. (M. v. Crelle J. Bd. 84, pag. 254, f. f., 
Acta math. Bd. 2, pag. 314, f. f.) 


3. Aus No. 1 und 2 wird bewieſen, daß acquivalente Men⸗ 
gen immer eine und dieſelbe Mächtigkeit oder Cardinalzahl haben 
und daß auch umgekehrt Mengen von derſelben Cardinalzahl aequi- 
valent find. In Zeichen können wir dieſen Doppelſatz jo formu- 
liren: Iſt MM, fo ift auch M — M, und umgekehrt.“) 

Die Kenntnis nur eines Zuordnungsgeſetzes für zwei 
Mengen M und M, genügt, um die Nequivalenz derſelben zu 
conſtatiren; doch giebt es immer viele, im Allgemeinen ſogar un- 


*) Die Kardinalzahl M einer Menge M bleibt nach 1. ungeändert die- 
ſelbe, wenn an Stelle der Elemente m, m‘, m“, . . . . von M andere Dinge 
ſubſtituirt werden. Sit nun MM,, fo exiſtirt ein Zuordnungsgeſetz, durch 
welches den Elementen m, m‘, m“, . .. von M die Elemente m,, m‘, m, 
. . . von M, entſprechen; man kann fih an die Stelle der Elemente m, m‘, 
m“, . . . in M mit einem Male die Elemente mi, m',, m“, ... von M, fub- 
ſtituirt denken; dadurch geht die Menge M in M, über und da bei dieſem 
Übergange an der Kardinalzahl nichts geändert wird, fo ift: M, — M. 

Die Umkehrung dieſes Satzes ergiebt ſich aus der Bemerkung, daß 
zwiſchen den Elementen einer Menge M und den Einſen ihrer Kardinalzahl M 
ein gegenſeitig eindeutiges und vollſtändiges Zuordnungsverhältnis beſteht; 
fo daß wir fagen können, es ift: My M. Hat man daher zwei Mengen M 
und M, mit gleicher Kardinalzahl, jo ift letztere ſowohl der Menge M wie 
auch der Menge M, äquivalent; folglich find auch M und M. äquivalent; 
denn es beſteht der Satz: ſind zwei Mengen einer dritten äquivalent, ſo ſind 
ſie auch unter einander äquivalent. 
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zählig viele Zuordnungsgeſetze, durch welche zwei aequivalente Mengen 
in gegenſeitig eindeutige und vollſtändige Beziehung zu einander 
gebracht werden können. 

4. Steht es nach irgend einem Beweiſe feſt, daß zwei gegebene 
Mengen M und N nicht aequivalent find, jo tritt einer von 
folgenden zwei Fällen ein; entweder es läßt ſich aus N ein 
Beſtandteil N’ abſondern, jo daß MN’ oder es läßt fih aus M 
ein Beſtandteil M“ abſondern, jo daß MN. Im erſten Falle 
heißt M kleiner als N, im zweiten nennen wir M größer als N. 

Hier kann nicht genug betont werden, daß das excluſive 
Verhalten der beiden Fälle, welches der Definition des Größer— 
und Kleinerſeins bei Cardinalzahlen zu Grunde liegt, weſent⸗ 
lich von der gemachten Vorausſetzung abhängt, daß M und N 
nicht gleiche Mächtigkeit haben. Sind nämlich die beiden Mengen 
aequivalent, dann kann es ſehr wohl vorkommen, daß Beſtand⸗ 
teile M und N’ derſelben exiſtiren, für welche ſowohl M= N, 
wie auch M = N. Man hat den Satz: find M und N zwei 
ſolche Mengen, daß Beſtandteile M“ und N’ von ihnen abgejondert 
werden können, von denen ſich zeigen läßt, daß M = N° und 
M — N, jo find M und N aequivalente Mengen. 

5. Die durch Vereinigung zweier Mengen M und N hervor- 
gehende Menge werde mit M + N bezeichnet, wo ſpäter das 
Nähere über die Ordnung der Elemente in dieſer neuen Menge 
gejagt werden wird, auf welche Ordnung es ja hier, bei den Car: 
dinalzahlen, nicht ankommt. Hat man zwei andere Mengen M' 
und N’, fo daß My M und NN’, jo ſieht man leicht, daß auch 
M+NoM +. 

Auf dieſen Satz wird die Definition der Summe zweier und 
folglich auch mehrerer Cardinalzahlen oder Mächtigkeiten 
gegründet: ift a = M und b = N, ſo verſteht man unter 
a + b diejenige Cardinalzahl, welche der Menge M + N zus 
kommt, d. h. man definirt: 

a ＋ b = MFN. 

Das commutative Geſetz (a + b = b + a) und das 

aſſociative Geſetz (a + (b + €) = (a + b) + bedürfen, 
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wie man fih leicht überzeugt, hier bei den Cardinal- 
zahlen keiner weitläufigen Beweiſe, weil die Cardinal⸗ 
zahl durch den Abſtractionsakt, welcher fie liefert (m. v. No. 1), 
von vornherein von der Ordnung ihrer Elemente unabhängig ift. 

6. Sind M und N zwei Mengen, jo verſtehe man unter M. N 
irgend eine dritte Menge, die dadurch aus N hervorgeht, daß 
man an Stelle jedes einzelnen Elementes von N je eine 
Menge ſetzt, die aequivalent iſt der Menge M; über die Ordnung 
der Elemente dieſer neuen Menge wird erſt in No. 11. eine Be⸗ 
ſtimmung getroffen werden; hier kommt es darauf nicht an. Man 
beweiſt nun ſehr leicht, daß alle nach dem bezeichneten Modus 
zu gewinnenden Mengen M. N untereinander aequivalent find und 
gründet hierauf die Definition des Produkts zweier Cardinalzahlen. 
Iſt a die Mächtigkeit von M, b die von N, ſo definirt man: 

a. b = M.N. 

a heißt der Multiplicandus, b der Multiplicator in 
dieſem Produkt. 


Auch hier wird leicht bewieſen, daß das commutative Ge 
feg: a.b — b.a und das aſſociative Geſetz: a. (b. c) = 
(a.b).c für Mächtigkeiten oder Cardinalzahlen allgemeine 
Gültigkeit haben. Ebenſo beſteht, wie man leicht zeigen kann, das 
Distributive Geſetz: a (b + c) = ab + ac. 


7. Alles Vorangehende bezieht fih gleichmäßig auf end- 
liche ſowohl, wie auch auf actual unendliche Mengen und 
Cardinalzahlen. 

Für endliche Mengen läßt ſich nun weiter beweiſen, 
daß, wenn von drei endlichen Cardinalzahlen a, b und c die 
letztere gleich iſt der Summe der beiden erſteren, a + b = c, al- 
dann niemals c gleich einem der Summanden a und b fein kann.“) 


) Der Beweis dieſes Satzes muß ſorgfältigſt geführt werden; denn 
gerade wegen feiner fundamentalen Einfachheit und weil er für ſelbſtverſtänd⸗ 
lich gehalten wird, liegt hier die Gefahr einer Erſchleichung beſonders nahe. 

Die Bedeutung des Satzes ift diefe: ift M eine endliche Menge, M' 
ein Beſtandteil von M, jo find M und M' nicht äquivalent. 
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Wenn aber von der Vorausſetzung der Endlichkeit bei den drei 
Zahlen a, b, c abgeſehen wird, jo hört dieſer Satz auf richtig zu 
ſein und darin liegt der tiefſte Grund der weſentlichen 


Unter einer endlichen Menge verſtehen wir eine ſolche M, welche 
aus einem urſprünglichen Element durch ſucceſſive Hinzufügung neuer Ele- 
mente derartig hervorgeht, daß auch rückwärts aus M durch jucceffive 
Entfernung der Elemente in umgekehrter Ordnung das urſprüngliche 
Element gewonnen werden kann. 

Ich ſchicke folgenden allgemeinen, höchſt einleuchtenden Hülfsſatz 
voraus: find irgend zwei Mengen M und N äquivalent, jo können fie (im 
Allgemeinen auf viele Weiſen) ſo in gegenſeitig eindeutige und vollſtändige 
Zuordnung gebracht werden, daß bei dieſer Zuordnung einem beliebig vor⸗ 
gegebenen Elemente m von M ein ebenſo beliebig gewähltes Element n von 
N entſpricht. 

Und nun wird zum Beweiſe des in Rede ſtehenden Satzes ein voll— 
ſtändiges Induktionsverfahren eingeleitet. 

Man ſetze eine Menge M voraus, welche keinem ihrer Beſtandteile 
äquivalent ift; ich will zeigen, daß alsdann auch die aus M durch Hinzu⸗ 
fügung eines neuen Elementes 1 hervorgehende Menge M! diejelbe 
Eigenſchaft hat, mit keinem ihrer Beſtandteile äquivalent zu ſein. Sei 
N irgend ein Beſtandteil von M=, jo kann er zwei Fälle darbieten. 1) Es 
gehört das Element 1 mit zu N, fo daß N = N' +1. N‘ ift dann offenbar 
auch Beſtandteil von M. Wäre nun NYM, jo könnte nach obigem 
Hürfsſatze zwiſchen den Mengen N und M+-1 eine ſolche gegenſeitig ein- 
deutige und vollſtändige Korreſpondenz hergeſtellt werden, daß das Element 
1 von N dem Element 1 von M! entſpricht; durch diefe Zuordnung würde 
auch eine Zuordnung zwiſchen N“ und M hergeſtellt ſein und es wäre M feinem 
Beſtandteil N’ äquivalent, gegen unſre Vorausſetzung. 2) Es gehört! nicht 
mit zu N; dann ift N nicht nur Beſtandteil von M=, ſondern auch von M. 
Wäre in dieſem Falle NSM, fo nehme man irgend eine gegenſeitig 
eindeutige und vollſtändige Zuordnung der beiden Mengen M--1 und N und 
es möge bei derſelben dem Elemente 1 von Mg! das Element n von N ent- 
ſprechen. Sit N= N'+n, jo wäre durch diefe Zuordnung auch eine gegen- 
feitig eindeutige und vollſtändige Korreſpondenz zwiſchen N’ und M hergeſtellt, 
was, da auch hier N’ Beſtandteil von M ift, gegen die gemachte Voraus- 
ſetzung ſtreitet, wonach M keinem ihrer Beſtandteile äquivalent iſt. 

Der in Rede ſtehende Satz iſt unmittelbar einleuchtend für den Fall 
einer aus zwei Elementen beſtehenden Menge. Vermöge des jo eben Be- 
wieſenen wird die Richtigkeit deſſelben auf jede endliche Menge übertragen, 

Als durchaus weſentliches Merkmal endlicher Mengen muß es 
angeſehen werden, daß eine ſolche keinem ihrer Beſtandteile äquivalent 
iſt. Denn eine aktual unendliche Menge iſt immer ſo beſchaffen, daß auf 
mehrfache Weiſe ein Beſtandteil von ihr bezeichnet werden kann, der ihr 
äquivalent iſt. 
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Verſchiedenheit zwiſchen endlichen und actual unend— 
lichen Zahlen und Mengen, einer Verſchiedenheit, welche ſo groß 
iſt, daß man die Berechtigung hat, die unendlichen Zahlen ein 
ganz neues Zahlengeſchlecht zu nennen. 

Hier liegt nun der große Stein des Anſtoßes, den 
von Alters her Philoſophen und Mathematiker nicht haben weg- 
räumen können und der die meiſten von ihnen beſtimmt hat, allen 
Verſuchen, die Lehre vom Unendlichen einen weiteren Schritt vor- 
wärts zu bringen, ſtandhaft und hartnäckig, mit aller Zähigkeit 
eines uralten und, wenn auch falſchen, doch darum nicht weniger 
feſt eingewurzelten Prinzips entgegenzutreten. Man täuſchte 
ſich mit der Annahme, es ſei ein Widerſpruch, wenn 
einer unendlichen Menge M bdiefelbe Zahl zukommt, 
wie einem Beſtandteil M“ von M. Daß diefe Annahme 
auf einem Trugſchluß beruht, kann wie folgt bewieſen werden. 
Iſt etwa M = M+ M“, jo ift die Behauptung, der Menge M 
komme dieſelbe Cardinalzahl zu, wie der Menge M', nach Nr. 1 
gleichbedeutend mit dem Satze: die Mengen M und M' ſtehen 
unter einem und demſelben Allgemeinbegriff, der durch Abſtraction 
von der Beſchaffenheit und der Anordnung ihrer Elemente gewon⸗ 
nen wird; mit anderen Worten, es wird mit jener Behauptung 
gejagt, daß M = M ift. Seit wann wäre aber ein Widerſpruch 
darin zu ſehen, daß der Beſtandteil eines Ganzen, nach irgend 
einer Hinſicht, unter einem und demſelben „universale“ ſteht, wie 
das Ganze? Man erwidert vielleicht hierauf, es fei wohl im All— 
gemeinen zuzugeben, daß ein Ganzes und ſein Beſtandteil unter 
einem und demſelben „universale“ ſtehen können, allein hier handle 
es ſich um eine beſondere Art von Allgemeinbegriffen, um Zahlen 
und bei Zahlen treffe dies nicht zu. Dann könnte meinerſeits ver⸗ 
langt werden, daß für letztere Behauptung, wonach bei den Zahlen 
in der bezeichneten Richtung ein Ausnahmefall ſtattfände, der Be⸗ 
weis gebracht werde. Es mag ja ſein, daß man ihn hier und da 
verſuchen wird. Gelingen wird er aber nur dann, wenn ſtill⸗ 
ſchweigend die Vorausſetzung hinzugenommen wird, daß es ſich um 
endliche Mengen handle; und dieſe Vorausſetzung iſt es ja gerade, 
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welche hier vermieden werden muß. Um aber nach meinen Kräf⸗ 
ten unnützen Bemühungen, die ſich nur im Kreiſe bewegen mür- 
den, vorzubeugen, will ich die Sache noch ſtärker beleuchten und 
bemerke: die Behauptung, der Menge M komme dieſelbe Cardinal⸗ 
zahl zu, wie ihrem Beſtandteil M“, ift nicht gleichbedeutend 
mit der Ausſage, daß den concreten Mengen M und M' 
eine und dieſelbe Realität zukomme; denn wenn auch 
an den zugehörigen Allgemeinbegriffen M und M die Bedingung 
des Gleichſeins erfüllt iſt, ſo iſt damit ſchlechterdings nicht 
der vorausgeſetzten Thatſache widerſprochen, daß 
die Menge M ſowohl die Realität von M, wie auch 
diejenige von M“ umfaßt. Sind nicht eine Menge und 
die zu ihr gehörige Cardinalzahl ganz verſchiedene Dinge? 
Steht uns nicht erſtere als Objekt gegenüber, wogegen letz⸗ 
tere ein abſtractes Bild davon in unſerm Geiſte iſt? Der alte, 
ſo oft wiederholte Satz: „Totum est majus sua parte“ darf ohne 
Beweis nur inbezug auf die, dem Ganzen und dem Teile zugrunde 
liegenden Entitäten zugeſtanden werden; dann und nur dann 
ift er eine unmittelbare Folge aus den Begriffen totum“ und 
„pars“. Leider ift jedoch dieſes „Axiom“ unzählig oft“), ohne jede 


) Ich führe im Folgenden eine, im Verhältnis zum vorhandenen Mate- 
rial, verſchwindende Zahl von Autoren an, welche das hier charakteriſirte 
Verſehen begangen zu haben ſcheinen und infolge deſſen als Gegner der act. 
unendl. Zahlen zu bezeichnen ſind: > 

Fullerton, the conception of the infinite, Philadelphia, 1887 
chap. 2. 

Renouvier, Esq. d'une classif. syst. d. doctr. philos., Paris 1885, 
t. 1, pag. 100. k 

Moigno, Imposs. d. nombre act. inf., Paris 1884. Hier werden 
Galilei, Gerdil, Toricelli, Guldin, Cavalieri, Newton, Leib- 
niz als ſolche angeführt, welche ſogen. Beweiſe gegen die Möglichkeit act. 
unendl. Zahlen geführt hätten. 

Cauchy, Sept leçons d. phys. gén. Paris 1868, pag. 23. 

Sal v. Tongiorgi, S. J. Inst. phil. Paris. ed. 10 a, t. 2, Ont. $ 350 ff. 

Sanseverino, El. d. I. phil. chrétienne, Avignon 1876, t. 2e, 
Ontol. § 252. 

Tilm. Pesch, S. J. Inst, phil. nat. Freiburg 1880, $ 412. 
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Begründung und unter Vernachläſſigung der notwendigen Diſtine⸗ 
tion zwiſchen „Realität“ und „Größe reſp. Zahl“ einer Menge, 
gerade in derjenigen Bedeutung gebraucht worden, in welcher es 
im Allgemeinen falſch wird, ſobald es ſich um actual 
unendliche Mengen handelt und in welcher es für endliche 
Mengen nur aus dem Grunde richtig iſt, weil man hier im Stande 
iſt, es als richtig zu beweiſen. Ein Beiſpiel möge Alles erläutern. 

Sei M die Geſamtheit (>) aller endlichen Zahlen », M' die 
Geſamtheit (27) aller geraden Zahlen 2. Hier ift unbedingt 
richtig, daß M feiner Entität nach reicher ift, als M'; enthält 
doch M außer den geraden Zahlen, aus welchen M' beſteht, noch 
außerdem alle ungeraden Zahlen M“. Andererſeits iſt ebenſo unbedingt 
richtig, daß den beiden Mengen M und M’ nach Nr. 2 und 3 
dieſelbe Cardinalzahl zukommt. Beides iſt ſicher und keines 
ſteht dem andern im Wege, wenn man nur auf die Diſtinction 
von Realität und Zahl achtet. Man muß alſo ſagen: die 
Menge M bat mehr Realität wie M“ weil ſie M und 
außerdem M“ als Beſtandteile enthält; die den bei— 
den Mengen M und M' zukommenden Cardinalzahlen 
ſind aber gleich. Wann endlich werden alle Denker dieſe ſo 
einfachen und einleuchtenden Wahrheiten (gewiß nicht zu ihrem 
Nachteile) anerkennen? 

8. Nach den Auseinanderſetzungen und Erklärungen der 
vorigen Nummer wird man an Sätzen, wie etwa die folgenden: 

a T = 0 a. 7 = a; a“ = a 

(wo y die Bedeutung irgend einer endlichen, a die Bedeutung 
irgend einer transfiniten Cardinalzahl hat), ich ſage, man 


Card. Th. Maria Zigliara, O. P. Summa phil. Ed. 5a. Vol. 1, 
Ont. Lib. 2, cap. 3, art. 5, II, III. 

Card. Gerdil, Op. ed. et ined Rom 1806, t. 4, pag. 261; 
t. B p 1. 

Leibniz, Ed. Erdmann, pag. 138, 244, 236. 

Goudin, O. P. Phil. juxta D. Thomae dogm. Paris 1851, t. 2, 
pag. 189. 

Bene d. Pererius, S. J., De comm. omn. rer. nat. princ. et 
affect. Lugduni, 1585, lib. 10, cap. 9. 
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wird an ſolchen Sätzen feinen Anſtoß mehr nehmen können, falls 
man gegen ſie nichts Anderes vorzubringen findet, als daß ſie mit 
den hergebrachten Sätzen für nur endliche Zahlen nicht über— 
einſtimmen. Denn, wie ſchon geſagt, es handelt ſich bei unſern 
transfiniten Zahlen um ein neues Zahlengeſchlecht, 
deſſen Beſchaffenheit man zu erforſchen, nicht aber nach dem Recept 
von Vorurteilen eigenmächtig zu präpariren hat. Jene Sätze, ſowie 
alle anderen, die ich in dieſem kurzen Abriß nicht anführen kann, 
haben ihren feſten Beſtand durch die logiſche Kraft von 
Beweiſen, die, von den vorher gegebenen, nicht will— 
kürlichen oder gekünſtelten, ſondern aus dem Quell 
naturgemäßer Abſtraction entſprungenen Defini: 
tionen ausgehend, mit Hilfe von Syllogismen zum 
Ziele gelangen. Es empfiehlt ſich dabei namentlich, diejenigen 
Methoden weiter auszubilden, welche in Crelle J. Bd. 84, pag. 253 
Acta math. Bd. 4, pag. 381, Bd. 7, pag. 105, Math. Ann. Bd. 23 
pag. 453 eingeführt worden find. *) 


td 


, 


*) In den Nummern 1—8 dieſes Abſchnitts find die Fundamente der 
allgemeinen, finiten ſowohl wie transfiniten, Kardinalzahlenlehre in mög— 
lichſter Kürze gelegt. Zur Vervollſtändigung will ich noch Einiges in Bezug 
auf die endlichen Kardinalzahlen hinzufügen. Unter einer endlichen 
Kardinalzahl verſtehe ich eine ſolche, welche einer endlichen Menge in der 
Weiſe entſpricht, wie dies in den Nummern 1—3 erklärt worden iſt. Was 
hierbei unter einer endlichen Menge verſtanden werden muß, findet ſich 
in der Note zu Nr. 7, pag. 51. Hiernach hebe ich zunächſt hervor, daß jede end— 
liche (ebenſo wie jede transfinite) Kardinalzahl für ſich eine durchaus unab— 
hängige ideale Exiſtenz und Stellung hat mit Bezug auf alle die anderen 
Kardinalzahlen. Zur Bildung des Allgemeinbegriffs „fünf“ bedarf es nun 
einer Menge (3. B. der vollzähligen Finger meiner rechten Hand), welche 
dieſe Kardinalzahl zukommt; der Abſtraktionsakt mit Bezug auf die Beſchaffen— 
heit und Ordnung, in welcher dieſe wohlunterſchiedenen Dinge mir entgegen— 
treten, bewirkt oder vielmehr weckt in meinem Geiſte den Begriff „fünf“. 
Es iſt alſo die „fünf“ an und für ſich unabhängig von der „vier“ oder „drei“ 
und von irgend welcher andern Zahl. Jede Zahl iſt ihrem Weſen nach ein 
einfacher Begriff, in welchem eine Mannigfaltigkeit von Einſen organiſch— 
einheitlich in jpecieller Weiſe zuſammengefaßt iſt, jo daß darin die ver- 
ſchiedenen Einſen, ſo wie auch die aus ihrer teilweiſen Zuſammenfaſſung her— 
vorgehenden Zahlen virtuelle Beſtandteile ſind. Der Umſtand, daß, nach 
der in Nr. 5 gegebenen Summendefinition, die Gleichung: 

5—2+3 
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Um die Kardinalzahlenlehre, für welche in den acht 
erſten Nummern dieſes Abſchnitts VIII die oberſten Begriffs- 


beſteht, anal uns nicht zu der Annahme verleiten, als ſeien in dem 
Begriff 5 die Begriffe 2 und 3 als Teile real enthaiten; wäre dies der 
Fall, ſo würde nimmermehr 5 anch —1-+4 ſein können. Wohl aber laſſen 
ſich 1, 2, 3 und 4 als virtuelle Beſtandteile von 5 bezeichnen, wenn 
hierunter nichts Anderes verſtanden wird, als daß in jeder konkreten 
Menge M von der Kardinalzahl 5 ſich Teilmengen M' vorfinden, denen die 
Kardinalzahlen 1, 2, 3 oder 4 entſprechen. Jene Gleichung hat alſo die Be— 
deutung einer beſtimmten idealen Beziehung der drei für ſich beſtehenden 
Kardinalzahlen 2, 3 und 5 und dieſer idealen Beziehung entſpricht als 
Korrelat die Thatſache, daß jede konkrete Menge von der Kardinalzahl 5 
aus zwei Teilmengen real zuſammengeſetzt werden kann, welchen die Rardinal- 
zahlen 2 und 3 entſprechen. 

Analog ſind alle zwiſchen Kardinalzahlen beſtehenden, 
auf Grund der Definitionen in Nr. 1—6 aufgebauten Gleichungen 
und Ungleichheiten zu deuten; ſie ſtellen feſte ideale Be— 
ziehungen und Geſetze unter Zahlbegriffen dar, die ihr Korrelat 
und in gewiſſem Sinne, nämlich für unſre menſchliche Erfennt- 
nisweiſe, ihr Fundament in beſtimmten Beziehungen konkreter 
Mengen haben. 

Unter den geſetzmäßigen Beziehungen, welche, in mannichfaltigſt um- 
ſchlungener Verkettung, das Reich der endlichen Kardinalzahlen zu einem 
idealen, organiſchen Ganzen verbinden, verdient diejenige zunächſt hervor— 
gehoben werden, durch welche wir, nach der in Nr. 4 gegebenen Definition 
(man berückſichtige hierbei auch die Note, pag. 50, zu Nr. 7), von je zwei 
verſchiedenen Kardinalzahlen a und b die eine als die kleinere, die andre 
als die größere zu bezeichnen haben. Hat man noch eine dritte e, ſo beweiſt 
man leicht, daß, wenn: a Tb und b Se, alsdann auch immer a Se ift. 

Die Geſamtheit aller endlichen Kardinalzahlen bildet alſo, 
wenn in ihr die kleineren Zahlen einen niedrigeren Rang erhalten, als die 
größeren, in dieſer Rangordnung das, was ich eine einfach geord— 
nete Menge nenne. Doch noch mehr; ſie ſtellt ſich uns in dieſer Rang— 
ordnung als eine wohlgeordnete Menge (M. v. Grundlagen e. allg. 
Mannigfaltigkeitslehre, pag. 4) vor. Denn wir haben hier ein dem Rang 
nach niedrigſtes Element, die kleinſte Kardinaizahl 1 und eine, auf 
jede endliche Kardinalzahl v, dem mL d. h. hier der Größe nach, nüchſt⸗ 
ſolgende endliche Kardinalzahl 1. So erhalten wir die Geſamtheit 
aller endlichen Kardinalzahlen in der ſogenannten natürlichen 
endloſen Folge: 1, 2, 3, an Fix.» FH 
in welcher Folge fie eine wohlgeordnete Menge vom Ordnungs- 
typus œ darſtellt. 

Die Endloſigkeit dieſer Folge giebt den Beweis, daß die Gejamtheit 
aller endlichen Zahlen, als ein Ding für ſich betrachtet, eine aktual 
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beſtimmungen gegeben worden find, in das Gebiet des Trans- 
finiten fiber hinüberzuführen und dort zu ftrenger Mus- 
bildung zu bringen, iſt man, wie ich im Abſchnitt I angedeutet 
habe, auf die Heranziehung der transfiniten Ordnungszahlen 
angewieſen, welche ſelbſt nur ſpezielle Formen der Ordnungs— 
typen oder Idealzahlen (40% voydoi oder eidnrızoi) find. 
Die transfiniten Ordnungszahlen ſind nämlich nichts Anderes, 
als Typen derjenigen unendlichen einfach geordneten Mengen, welche 
von mir wohlgeordnete Mengen genannt worden ſind. (M. v. 
Grundlagen e. allg. Mannigfaltigkeitsl. p. 4) In den folgenden 


unendliche Menge, ein Transfinitum, if. Denn für die Be— 
hauptung, daß eine Menge aktual unendlich ſei, iſt die Beſtimmt— 
heit aller ihrer Elemente, ſowie das Größerſein der Anzahl der— 
ſelben im Vergleich mit jeder endlichen Zahl das allein 
Weſentliche; nicht aber iſt erforderlich, daß die Menge in 
irgend einer Form durch ein letztes, zu ihr gehöriges Glied 
begrenzt fei. Abgegrenzt ift eine Menge vollkommen jhon 
dadurch, daß alles zu ihr Gehörige in ſich beſtimmt und von 
allem nicht zu ihr Gehörigen wohl unterſchieden iſt. Dies 
ſtimmt vollkommen mit demjenigen überein, was S. Auguſtin, in dem, pag. 32 
abgedruckten Kapitel ſeiner Hauptſchrift de Civitate Dei, lib. XII, cap. 19 
ſagt: „Ita vero suis quisque numerus proprietatibus terminatur, ut nullus 
eorum par esse cuicumque alteri possit. Ergo et dispares inter se atque 
diversi sunt, et singuli quique finiti sunt, et omnes infiniti 
sunt.“ 

Bietet fich ſolcherweiſe die Anordnung: T, 2, 3, ... v, .... der endlichen 
Kardinalzahlen wie von ſelbſt dar und iſt dies der Grund, warum ſie all— 
gemein die Benennung der „natürlichen Folge der ganzen Zahlen“ erhalten 
hat, ſo darf darum nicht überſehen werden, daß dieſe geſetzmäßige Repräſen⸗ 
tation der Menge (7), bei der vorhin hervorgehobenen idealen Unab— 
hängigkeit jeder Zahl von allen anderen und wegen der Man— 
nichfaltigkeit von Beziehungen der Zahlen untereinander, nur 
eine von unzählig vielen möglichen geſetzmäßigen Zuſammen—⸗ 
faſſungen und Anordnungen aller endlichen Kardinalzahlen 
iſt; ſo daß es in gewiſſem Sinne wohl als willkürlich bezeichnet werden muß, 
wenn gerade dieſe, auf die Größenbeziehung baſirende Rangordnung 
der endlichen Kardinalzahlen die „natürliche Folge“ derſelben genannt worden 
ift. Später werden wir ſehen, daß auch die Geſamtheit aller Kardinal— 
zahlen oder Mächtigkeiten (der endlichen und der überendlichen), wenn 
man ſie ſich nach ihrer Größe geordnet denkt, eine wohlgeordnete Menge 
bildet. 

5 * 
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Nummern dieſes Abſchnittes VIII. entwickele ich daher zunächſt 
die Prinzipien der allgemeinen Theorie der Ordnungstypen und es 
ſollen alsdann in einem ſpätern Aufſatze die Grundzüge der fpe- 
ziellen Theorie der Ordnungszahlen, nebſt ihrer Anwendung auf 
die Kardinalzahlenlehre folgen. 

9. Stellen wir uns, wie in Nr. 1 dieſes Abſchnitts, eine 
beſtimmte Menge M vor, die aus gegebenen, wohlunterſchiedenen 
Elementen E, E“, E“, . ... beſteht, welche konkrete Dinge oder 
abſtrakte Begriffe (letztere aber, ebenſo wie jene, im Sinne von 
uns gegenüberſtehenden Objekten gedacht) ſein können; ſie mögen 
nach n*) von einander unabhängigen Beziehungen, welche ich 
Richtungen (dieſes Wort nicht bloß im geometriſchen, ſondern 
in allgemeinerem Sinne verſtanden) nennen will, geordnet ſein. 
Dieſe n Richtungen mögen als 1%., 21e. . .., „e., .. . nie. Richtung 
unterſchieden werden. Eine ſolche Menge M nennen wir eine 
n- fach geordnete Menge. 

Zum genauen Verſtändnis dieſes Begriffs heben wir die folgen— 
den Eigenſchaften und Beſtimmungen desſelben hervor. 

Sind E und E' irgend zwei Elemente von M, fo beſteht 
unter ihnen nach jeder der n Richtungen ein beſtimmtes 
Verhältnis des niederen, gleichen oder höheren Ranges 
(des moóregov xai voregov xará rasır). Bedienen wir uns der 
gebräuchlichen Bezeichnungen <, =, > für das Kleiner-, Gleich⸗ 
und Größerſein zur Andeutung dieſer drei Rangverhältniſſe, 
jo wird alfo, wenn v eine der Zahlen 1, 2, 3, . . . n bedeutet, nach 
der „en Richtung E entweder <, oder —, oder > als E/ fein. 
Für verſchiedene Richtungen kann das Rangverhältnis von E 
zu E übereinſtimmen oder differiren. 

Sind E, E“ und E“ irgend welche drei Elemente von M 
und beſtehen nach der „en Richtung die Beziehungen: 

E TE“ und E“ EV, 


) u hat hier die Bedeutung einer endlichen Kardinalzahl, mit Einſchluß 
von n = 1. 
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jo ift nach derſelben » Richtung auch immer: 

E<E“, 
wobei hier das Zeichen —, dann und nur dann gültig ift, 
wenn es in den beiden vorangehenden Relationen Geltung hat. 

Dies ſind die Vorausſetzungen, unter denen ich eine gegebene 
Menge M eine n-fach geordnete Menge mit Bezug auf 
jene n Ordnungsrichtungen, letztere in einer be: 
ſtimmten Reihenfolge als 1i, 2%, . . . . nt Richtung 
gedacht, nenne. 

Zur Erläuterung führe ich einige Beiſpiele von mehrfach ge— 
ordneten Mengen an, bei denen die Rangordnung der Elemente 
nach mehreren Richtungen durch Natur oder Kunſt gegeben iſt. 

Erſtes Beiſpiel. Im Raume ſeien m beſtimmte Punkte 
irgend wie gelegen. Bezieht man ſie in der üblichen Weiſe auf 
ein dreiaxiges, orthogonales Koordinatenſyſtem, fegt die x-are als 
erſte, die ysare als zweite und die axe als dritte Ordnungs— 
richtung feſt und läßt demgemäß das Rangverhältnis von je zwei 
Punkten E und E“ nach der 1t, 2x und Zen Richtung durch die 
Größenbeziehung resp. ihrer Koordinaten x und x‘, y und y’, 
z und z^ beſtimmt ſein, jo ift hiermit unfer aus m Punkten 
beſtehendes Punktſyſtem als eine dreifach geordnete Menge 
aufgefaßt. Auf die Entfernungen und ſonſtigen geometriſchen Be— 
ziehungen der m Punkte kommt es bei dieſer Auffaſſung gar nicht 
an; nur die gegenſeitige Rangordnung der m Punkte nach den 
drei Ordnungsrichtungen iſt hier weſentlich. 

Zweites Beiſpiel. Ebenſo lafen ſich m Punkte in einer 
Ebene, unter Zugrundelegung eines zweiaxigen orthogonalen 
Koordinatenſyſtems als eine zweifach geordnete Menge auf— 
faſſen, wobei wiederum die Entfernungen und ſonſtigen geometriſchen 
Beziehungen der m Punkte nicht in Betracht kommen. 

Drittes Beiſpiel. Man nehme ein Tonftüd, ſei es 
eine einfache Melodie oder ein komplizirtes muſikaliſches Kunſt— 
werk, etwa eine Symphonie oder ein Oratorium. Dasſelbe ſetzt 
fih aus einer beſtimmten Zahl m verſchiedener Töne zuſammen, 
die nach vier von einander unabhängigen Richtungen geordnet ſind. 
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Als erſte Richtung nehme man die Folge der Töne in der 
Zeit; in dieſer Beziehung erhalten die beiden Töne E und E’ 
gleichen Rang, wenn ſie gleichzeitig erfolgen oder, wie man ſich 
ausdrückt, einem Akkord angehören, andernfalls E einen niederen 
oder höheren Rang als E“ hat, je nachdem E früher oder ſpäter 
als E’ eintritt. 

Die zweite Richtung werde von der Dauer, welche jeder 
Ton für ſich in der Zeit hat, beſtimmt, ſo daß in dieſer Beziehung 
zwei Töne E und E’ gleichen Rang erhalten, wenn fie gleiche 
Dauer haben, wogegen der Rang von E hier niedriger oder höher 
ift, als der von E/, je nachdem die Dauer von E kleiner oder 
größer ift, als die von E’. 

Die dritte Richtung ſei durch die Höhe der Töne gegeben, 
fo daß hier E und E gleichen Rang haben, wenn fie von gleicher 
Höhe find, hingegen E niederen oder höheren Rang als E erhält, 
je nachdem E tiefer oder höher ift als E“. 

Endlich werde die vierte Ordnungsrichtung in analogem 
Sinne durch die Intenſität der Töne beſtimmt. So aufgefaßt 
ſtellt demnach jedes Tonſtück eine vierfach geordnete 
Menge vor. 

Viertes Beiſpiel. Betrachten wir ein Gemälde und faſſen 
darin m beſtimmte Punkte ins Auge, etwa ſo viele und ſolche, 
daß ſie in der Entfernung, von welcher aus das Bild geſehen 
wird, den Eindruck des kontinuirlichen Ganzen hervorbringen. Be: 
ziehen wir das Bild auf eine horizontale und vertikale Richtung, 
als auf ein zweiaxiges Koordinatenſyſtem, ſo läßt es ſich nach 
folgenden Geſichtspunkten als eine vierfach geordnete Menge 
auffaſſen. 

Die X⸗ koordinaten mögen zur Beſtimmung der erſten, die 
y- koordinaten zur Beſtimmung der zweiten Ordnungsrichtung 
dienen. Die dritte Richtung werde durch die Farbe der Punkte 
gegeben, jo daß zwei Punkte E und E’ in dieſer Richtung gleichen 
Rang haben, wenn fie von gleicher Farbe find, dagegen E niedrigeren 
oder höheren Rang als E“ einnimmt, je nachdem der Farbe von 
E eine kleinere oder größere Wellenlänge entſpricht, als derjenigen 
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von E“. Endlich beſtimme die Farbenintenſität der m Punkte 
die vierte Ordnungsrichtung. 


In dieſen vier Beiſpielen haben wir endliche, d. h. aus 
einer endlichen Zahl von Elementen zuſammengeſetzte mehrfach 
geordnete Mengen in Betracht gezogen. Unſer Begriff bezieht ſich 
aber auch auf Mengen mit einer unendlichen Zahl von Ele- 
menten; es handelt ſich dann jedoch immer nur um Aktual— 
unendliches, da nur ſolche Mengen ein Intereſſe für uns haben, 
die in ſich beſtimmt ſind und von welchen daher ſämtliche Elemente 
als fertig zuſammen beſtehend gedacht werden müſſen. Das potenziale 
Unendliche kommt hier nicht zur Geltung, weil es, ſeinem Begriffe 
nach, nur auf unbeſtimmte, resp. veränderliche Dinge bezogen 
werden kann. 


So können wir beiſpielsweiſe alle diejenigen Punkte des 
Raumes in's Auge faſſen, bei denen, unter Zugrundelegung eines 
dreiaxigen, orthogonalen Koordinatenſyſtems, alle drei Koordinaten 
rationales Verhältnis zur Längeneinheit haben; ſie bilden, wenn, 
wie im erſten Beiſpiel, die Größe ihrer Koordinaten zur Beſtimmung 
ihrer Rangordnung verwendet wird, eine beſtimmte dreifach 
geordnete aktualunendliche Punktmenge. 

Nach dieſen Erläuterungen gehe ich ohne Weiteres zur Er— 
klärung deſſen über, was ich den Ordnungstypus oder die 
Idealzahl einer geordneten Menge nenne. 

Sei M irgend eine beſtimmte, aus einer end: 
lichen oder aktual unendlichen Zahl von Elementen 
eee F beſtehende n-fad geordnete Menge. 
Abſtrahiren wir an ihr von der Beſchaffenheit der 
Elemente, unter Beibehaltung ihrer Rangordnung 
nach den n verſchiedenen Richtungen, jo wird in uns 
ein intellektuales Bild, ein Allgemeinbegriff (uni- 
versale) erzeugt, welchen ich den der Menge M zu— 
kommenden n-fachen Ordnung stypus oder auch dier der 
Menge M entipredenbde Idealzahl nenne und mit M 
bezeichne. 

x 
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Es entſpricht alſo jedem Punktſyſtem im Raume (im Sinne 
des 1. Beiſpiels) ein dreifacher, jedem Punktſyſtem in der Ebene 
(im Sinne des 2. Beiſpiels) ein zweifacher, jeder Punktmenge in 
der geraden Linie ein einfacher beſtimmter Ordnungstypus, 
während einem Tonſtück (unſerm 3. Beiſpiel gemäß) und einem 
Gemälde (in der Auffaſſung unſeres 4. Beiſpiels) beſtimmte vier⸗ 
fache Ordnungstypen zukommen. Iſt es daher nicht undenkbar, 
daß einem Tonſtück und einem Gemälde zufällig ein und derſelbe 
Ordnungstypus zu Grunde liege, ſo ſieht man hieraus, wie unter 
Umſtänden die heterogenſten Dinge durch das gemeinſame 
Band der Idealzahlen verbunden ſein können. 

10. Faſſen wir den aus einer geordneten Menge M vermöge 
des beſchriebenen Abſtraktionsakts gewonnenen Ordnungstypus M 
genauer in's Auge. 


Den einzelnen Elementen E, E’, E”, .... der Menge M ent- 
ſprechen in ihrem Ordnungstypus M lauter Ein ſene I, el I, 
A u DIRES „die als ſolche zwar alle gleich find, fih aber 


durch ihre Stellung innerhalb des Ordnungstypus M von einander 
unterſcheiden; es herrſcht unter ihnen dieſelbe Rangordnung wie 
unter den Elementen der Menge M. $ 
Wir haben uns daher unter einem n -fachen Ordnungstypus 
das ideale Paradigma einer n-fad geordneten Menge, 
gewiſſermaßen eine n-dimenſionale ganze reale Zahl, d.h. 
eine begriffliche, organiſch- einheitliche Zuſammenfaſſung von Ein⸗ 
fén e = 1; e—1, e“ =I, . . .. zu denken, die nach n ver⸗ 
ſchiedenen und von einander unabhängigen Beziehungen, welche 
auch hier Richtungen genannt werden ſollen, geordnet ſind. Nimmt 
man irgend welche zwei von dieſen Einſen e und e, fo hat 
nach der „en Richtung (für „= 1, 2, . . . . n) e entweder gleichen 
Rang mit e, oder es ift der Rang von e niedriger, oder er ift 
höher, wie derjenige von e“. Das Rangverhältnis derſelben zwei 
Einſen e und e“ kann nach der » und nach einer andern utet Rich⸗ 
tung übereinſtimmen oder differiren. Sind e, e, e“ irgend 
welche drei jener Einſen und hat man nach der en Richtung: 
e Se und e Se, 
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fo ift nach derſelben e Richtung: 
e Se, 
wo das Zeichen — dann und nur dann gilt, wenn in beiden 
vorangehenden Relationen das Zeichen — Geltung hat.“) 

Ich nenne den Ordnungstypus einen reinen Ordnungs— 
typus, wenn je zwei feiner Einſen e und e zum wenigſten 
nach einer der n Richtungen verſchiedenen Rang haben. 

Andernfalls nenne ich ihn einen gemiſchten Ordnungs— 
typus; bei dieſem vereinigen ſich die Einſen zu beſtimmten Gruppen, 
ſo daß die einer und derſelben Gruppe angehörigen Einſen mach 
allen n Richtungen gleichen Rang haben und daher zu einer 
beſtimmten Kardinalzahl zuſammenfließen, während die, ver⸗ 
ſchiedenen Gruppen angehörigen Einſen zum wenigſten nach einer 
der n Richtungen verſchiedenen Rang haben. 

Jeder gemiſchte Ordnungstypus geht folglich aus 
einem beſtimmten reinen Ordnungstypus dadurch 
hervor, daß in letzteren an Stelle der Einſen gewiſſe 
Kar dinalzahlen ſubſtituirt werden. 

Es erhebt ſich nun die Frage, wann zwei verſchiedene n = fach 
geordnete Mengen M und N einen und denſelben Ord— 
nungstypus haben und wann nicht? Zur Beantwortung 
derſelben bedienen wir uns des Beziehungsbegriffs der Ahnlich— 
keit geordneter Mengen. 

Zwei nn⸗fach geordnete Mengen M und N werden 
ähnlich genannt, wenn es möglich iſt, ſie gegenſeitig 
eindeutig und vollſtändig, Element für Element, 
einander jo zuzuordnen, daß, wenn E und E irgend 
zwei Elemente von M, F und “ die beiden ent— 
ſprechenden Elemente von N find, alsdann für „Al, 
2,...n das Rang verhältnis von E zu E nach der 
„en Richtung innerhalb der Menge M genau dasſelbe 
it, wie das Rangverhältnis von F zu F nach der 


) Ich erinnere daran, daß hier (M. v. Nr. 9) die Zeichen T, = und > 
zur Angabe von Rangverhältniſſen verwandt werden. 
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„en Richtung innerhalb der Menge N. Wir wollen 
eine derartige Zuordnung von zwei einander ähn— 
lichen Mengen eine Abbildung der einen auf die 
andere nennen. 

Die Ahnlichkeit zweier Mengen M und N werde durch folgende 
Formel ausgedrückt: 

MSN 

Wir können nun die aufgeworfene Frage durch folgenden 
Satz beantworten: 

Zwei n⸗fach geordnete Mengen M und N haben 
dann und nur dann einen und denſelben Ordnungs— 
typus, wenn fie ähnlich find; in Zeichen: wenn MAN, 
fo it M=N und umgekehrt: wenn M—N, ſo iſt MN. 

Beide Teile dieſes Doppelſatzes ergeben ſich leicht durch Zurück— 
gehen auf die Begriffe des Ordnungstypus und der Ahnlichkeit 
geordneter Mengen in analoger Weiſe, wie wir in Nr. 3 dieſes 
Abſchnitts VIII den Satz bewieſen haben, daß zwei Mengen dann 
und nur dann gleiche Kardinalzahl haben, wenn ſie äquivalent ſind. 

Der Ordnungstypus einer gegebenen n-fad ge- 
ordneten Menge M ift alſo derjenige Allgemein— 
begriff, unter welchem die Menge M und alle ihr 
ähnlichen Mengen ſtehen, der aber ſonſt keine an— 
deren Dinge unter ſich begreift, ſo daß ſein Umfang 
durch M und die M ähnlichen Mengen genau be- 
ſtimmt iſt. 

Die Ahnlichkeit zweier Mengen M und N begründet, wie man 
unmittelbar ſieht (V. Nr. 2) auch ihre Aquivalenz, während um⸗ 
gekehrt äquivalente Mengen nicht ähnlich zu ſein brauchen. 

Wir können daher ſagen: 

Haben zwei geordnete Mengen M und N einen 
und denſelben Ordnungstypus, ſo kommt ihnen auch 
immer eine und dieſelbe Kardinalzahl zu; in Zeichen: 
it MN, jo hat man auch: M =Ñ. 

Die Kardinalzahl einer geordneten Menge M ift daher immer 
auch die Kardinalzahl ihres Ordnungstypus M und geht aus letzterem 
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durch die Abſtraktion von der eigentümlichen Rangordnung feiner 
Einſen hervor. ft « ein Zeichen für den Ordnungstypus M, 
jo fei 4 ein Zeichen für die Kardinalzahl M. In dieſem Sinne 
haben wir in den Nummern 1—8 dieſes Abſchnitts die Zeichen 
1, 2, 3, .., „, . .. für die endlichen Ordnungszahlen, da- 
gegen die Zeichen 1, 2, 3, ...,», ...... für die endlichen Kar: 
dinalzahlen gebraucht. 

Je nachdem die Kardinalzahl einer Menge endlich oder trans— 
finit iſt, nennen wir die Menge ſelbſt und ihren Ordnungstypus 
endlich oder transfinit. 

Bei zwei transfiniten n=fach geordneten Mengen kann 
es, wenn ſie ähnlich ſind, vorkommen, daß es nicht bloß eine Ab— 
bildung der einen auf die andere, ſondern deren mehrere, ja ſogar 
unendlich viele Abbildungen derſelben zwei ähnlichen Mengen auf 
einander giebt; in dieſen Fällen läßt jede Menge des entſprechen— 
den Ordnungstypus ſich in mehrfacher Weiſe auf ſich ſelbſt ab— 
bilden und ebenſo können wir von dem betreffenden Ordnungs⸗ 
typus ſagen, daß er ſich ſelbſt auf mehrfache Weiſe ähnlich iſt. 
Hat man es mit endlichen n-:fad geordneten Mengen von 
reinem Ordnungstypus zu thun, ſo exiſtirt für je zwei ähnliche 
Mengen immer nur eine einzige Abbildung. Dieſe Eigen⸗ 
ſchaft iſt jedoch nicht auf endliche Mengen beſchränkt; es giebt auch 
Klaſſen von transfiniten geordneten Mengen, die nur eine Mb- 
bildung von zwei ähnlichen Mengen zulaſſen und dazu gehören 
beiſpielsweiſe alle diejenigen einfach geordneten Mengen, welche 
ich wohlgeordnete Mengen!) genannt habe. 

11. Ein n⸗-facher Typus a fegt ſich, wie wir in Nr. 10 ſahen, 
aus gewiſſen Einſen e, el, e“. zuſammen, die nach n Richtungen 
ein beſtimmtes Rangverhältnis zu einander haben. Faßt man 
nicht alle, ſondern nur einen gewiſſen Teil von dieſen Einſen in's 
Auge, ſo beſtimmt derſelbe für ſich in der vorliegenden Rang— 
ordnung ebenfalls einen Typus y, den wir als Teil von a (aller: 
dings nur im virtuellen Sinne verſtanden) anſehen können. So 


*) M. v. Grundlagen e. allg. Mannigfaltigkeitslehre, p. 4. 
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enthält alfo jeder Typus a andere Typen y, y, y“, .... als 
virtuelle Teile, welche gewiſſermaßen teils aus einander fallen, 
teils in einander eindringen. Die Mannigfaltigkeit von Beziehungen 
zwiſchen dem Ganzen und den Teilen iſt bei den Typen eine ſo 
große, daß es gerathen ſcheint, ſich zunächſt auf die Betrachtung 
der einfachſten Verhältniſſe zu beſchränken; ſie hängen mit den 
Operationen des Addirens und Multiplicirens von zwei 
nefachen Typen a und 5 zuſammen und diefe wil ich jetzt mit 
der unerläßlichen Ausführlichkeit erklären. 

a) Definition von a+ 2. Wir denken uns zwei Mengen 
M und N, denen die Typen M = a, N= zukommen und ſetzen 
aus ihnen eine neue geordnete Menge, die wir mit M +N be 
zeichnen, zuſammen, und zwar mit folgenden Beſtimmungen über 
die Rangordnung der Elemente. Die Elemente von M mögen 
innerhalb M+N unter einander dieſelbe Rangordnung nach 
allen n Richtungen behalten, welche fie in M hatten; ebenſo mögen 
die Elemente von N innerhalb M+ N unter einander die 
ſelbe Rangordunng nach allen n Richtungen bewahren, welche ihnen 
in N zukam; endlich mögen in M +N alle Elemente von N nach 
jeder der n Richtungen höheren Rang haben, als alle Elemente 
von M. 

Alle Mengen M + N, welche dieſen Anforderungen genügen, 
find offenbar unter einander ähnliche n-fach geordnete Mengen, 
und beſtimmen denjenigen Typus, den wir als die Summe a + P 
betrachten wollen. Wir haben alſo folgende Definitionsgleichung: 

a+8—=M+N, 
und es heißt hier « der Augendus, # der Addendus. 

Darnach beweiſt man leicht die Gültigkeit des aſſociativen 
Geſetzes: 4 Heit = ( 7. 

Das kommutative Geſetz hat dagegen hier keine allgemeine 
Herrſchaft; abgeſehen von Ausnahmen, find «+ £ und 5 + a ver: 
ſchiedene Typen. 

Man bemerke noch, daß die Kardinalzahl von a + £ gleich 
iſt der Summe der Kardinalzahlen von « und (M. v. Nr. 5); 
in Zeichen: a+ p = a++ P. 
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b) Definition von a-p. Man lege eine Menge N vom 
Typus 5 zu Grunde, fo daß N — 2, und bezeichne die Elemente, 
aus denen N beſteht, mit F, F,,...., FJ... Li 


Ferner ſeien Mi, M, „ My, ..... lauter Mengen vom 
Typus 4, ſo daß: 
eee sal, 


Dieſe einander ähnlichen Mengen denken wir uns auf ein- 
ander abgebildet; es ſeien: 

eee eee die Elemente von M, 

10 70% do, * die Elemente von M, 

E, ir Ez 27 . „ Ez, 221 . die Elemente von M;, ... 
und zwar mögen Eu, „ „ e, E -- 


bei den zu Grunde gelegten Abbildungen einander entſprechende 
Elemente von Mi, Me, „ Mz. ſein. 


Es werde nun eine neue Menge, die ich mit M N bezeichne, 
aus N dadurch gebildet, daß darin an Stelle der Elemente 
Har Hees de 6 +516 resp. die Mengen Mi, Mo, . „, MV,. 
ſubſtituirt werden, wobei die Rangordnung folgenden Beſtimmungen 
unterworfen fei. Alle Elemente E, „„ einer und der: 
ſelben Menge M; mögen innerhalb M N unter einander 
nach allen n Richtungen daſſelbe Rangverhältnis behalten, 
welches fie in M; hatten. Für zwei Elemente E, und Ez w, 
welche zwei verſchiedenen Mengen M, und M; angehören, muß 
dagegen eine Unterſcheidung gemacht werden: 1) Haben F, und 
F} innerhalb N nach der en Richtung verſchiedenen Rang, jo fei 
die Rangbeziehung von E. , zu E/ , innerhalb M. N in der 
„ien Richtung dieſelbe, wie die von F, zu F; innerhalb N nach der 
„ien Richtung. 2) Haben F, und F; innerhalb N nach der „en Richtung 
gleichen Rang, jo fei das Rangverhältnis von E, zu E, inner: 
halb M:N in der „en Richtung daſſelbe, wie das von E, „ zu E w 
innerhalb M, oder, was wegen der Abbildung von M, auf M; 
dasſelbe bedeutet, wie das von Ez „zu E V innerhalb M; nach 
der »ien Richtung. 
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Man überzeugt ſich leicht, daß alle nach dieſer Vorſchrift 
gebildeten n-fach geordneten Mengen M N unter einander ähnlich 
ſind, und es gilt dies im Beſondern auch, wenn ſtatt der zu Grunde 
gelegten Abbildungen der Mengen Mi, M., .., Mz. . . . andere 
Abbildungen derſelben vorausgeſetzt werden, falls deren mehrere 
möglich ſind. 

Mit der Menge M N ift alfo ein beſtimmter Typus gegeben 
und dieſer iſt es, der das Produkt aus dem Multiplikandus 
a in den Multiplikator # genannt werden fol. Wir haben 
alſo folgende Definition: 

4 B NM N. 
Man beweiſt auch hier das aſſociative Geſetz: 
4 (0 % = u ), 
während 5 im Allgemeinen von 2° verſchieden iſt. 
Auch hat man das diſtributive Geſetz: 
a- (+y) =a pHa: 
mit « als Multiplikandus. 

Ferner ſieht man, im Hinblick auf Nr. 6, daß die Kardinal- 
zahl des Produkts zweier Typen gleich iſt dem Produkt aus den 
Kardinalzahlen der beiden Faktoren; in Zeichen: 

* p = a 8 ß. * 
Iſt ein Typus x nicht anders als Produkt zweier Typen a und 8 
darſtellbar, als daß der Multiplikator 2 dem Typus ; ſelbſt 
oder der Eins im n-fachen Ordnungsſyſtem gleich ift, jo nennen 
wir einen Primtypus. 

12. Mit einem gegebenen n-fachen Typus a hängen gewiſſe 
andere Typen eng zuſammen, welche ich die mit « konjugirten 
Typen nenne. 1 

Man fann die dem Typus a eigene Rangordnung fo ver- 
ändern, daß ſämtliche Rangbeziehungen der Einſen e, e“, e”, . 
mit Bezug auf die e und e Richtung mit einander vertauſcht, 
nach allen anderen Richtungen aber erhalten bleiben. 

Zwei Einſen e und e“ haben demnach im transformirten 
Typus nach der „ten und r Richtung dieſelben Rangbeziehungen, 
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welche ihnen in a resp. nach der „en und „ten Richtung zukommen, 
während nach den anderen n—2 Richtungen keine Anderung in 
der Rangordnung der Einſen eintritt. Dieſe Transformation 
nennen wir die Vertauſchungstransformation mit Be— 
zug auf die wi und * Richtung. 

Solcher Vertauſchungstransformationen giebt es n (n — J); 

a 2 
ihre wiederholte Anwendung liefert, wenn der Typus a mitgezählt 
wird, im Ganzen Im = 1.2. 3 .. . n im Allgemeinen verſchie— 
dene konjugirte Typen. 

Es läßt ſich aber auch aus 4 dadurch ein im Allgemeinen 
neuer Typus herſtellen, daß alle Rangverhältniſſe mit Bezug auf 
die rte Richtung umgekehrt, mit Bezug auf die anderen Richtungen 
aber konſervirt werden. Zwei Einſen e und e“ haben hier im 
transformirten Typus mit Bezug auf die e Richtung das ent- 
gegengeſetzte Rangverhältnis von demjenigen, welches fie nach der: 
ſelben „en Richtung in & haben; kommt den Einſen e und e“ in a 
gleicher Rang in der »en Richtung zu, jo bleibt er natürlich bei 
der Transformation erhalten; nach allen übrigen Richtungen ſind 
die Rangbeziehungen von e und e' in beiden Typen dieſelben. 
Dieſe Transformation nennen wir Umkehrtransformation 
mit Bezug auf die M Richtung. Solcher Umkehrtransfor⸗ 
mationen giebt es n; ihre ſucceſſive Anwendung liefert, wenn 4 
mitgezählt wird, im Ganzen 2u verſchiedene konjugirte Typen. 

Setzt man die Vertauſchungstransformationen und die Um- 
kehrtransformationen beliebig zuſammen, ſo erhält man, mit Ein⸗ 
ſchluß von , im Ganzen 2° In im Allgemeinen verſchiedene Éon- 
jugirte Typen. In beſonderen Fällen reduziren ſich dieſelben auf 
eine geringere Zahl, unter Umſtänden ſind ſie ſogar alle gleich. 

13. Beſchränken wir unſere weiteren Betrachtungen zunächſt 
auf endliche n-fache Typen, d. h. auf ſolche, bei denen die zu- 
gehörige Kardinalzahl m endlich ift. 

Die reinen einfachen Typen (u = 1) fallen hier mit den 
endlichen Ordnungszahlen 1, 2, 3, 4, . . . . . zuſammen, weil 
die endlichen einfach geordneten Mengen von reinem Typus 


ui http://rcin.org.pl 


80 


zugleich immer wohlgeordnete Mengen (M. v. über dieſen Begriff; 
Grundl. e. allg. Mannigfaltigkeit. p. 4.) ſind, deren Typen ich all⸗ 
gemein Ordnungszahlen nenne. Zu jeder endlichen Kardinal— 
zahl m giebt es nur einen einzigen reinen einfachen Typus, 
d. h. nur eine Ordnungszahl; es hängt dies unmittelbar mit 
dem in Nr. 7 bewieſenen Satz zuſammen, wonach eine endliche 
Menge niemals einem ihrer Beſtandteile äquivalent iſt. 

Die Anzahl aller einfachen Typen (n = 1), d. h. der reinen 
und der gemiſchten, von gegebener Kardinalzahl m ift hingegen, 
wie man ſich leicht überzeugt, gleich 2 — 1. 

Faſſen wir jetzt die zweifachen Typen (n = 2) von end- 
licher Kardinalzahl m näher in's Auge. 2 

Ein ſolcher Typus beſteht (M. v. Nr. 10) aus m Einjen, 
die nach zwei von einander unabhängigen Richtungen eine beſtimmte 
Rangordnung haben. 

Es mögen diefe m Einſen im Ganzen s verſchiedene Rang- 
ſtufen nach der erſten Richtung haben und t ſei die Anzahl der 
verſchiedenen Rangſtufen nach der zweiten Richtung. 

Die verſchiedenen Rangſtufen erſter Richtung wollen wir als 
lte, 2te, . . . . ste Rangſtufe unterſcheiden und zwar fo, daß die 
lte Rangſtufe alle Einſen von a umfaßt, welche den niedrigſten 
Rang nach der erſten Richtung haben, die zweite alle Einſen ent- 
hält, welche den nächſt höheren Rang nach der erſten Richtung 
haben u. ſ. w.; auch werde mit g, die Anzahl der verſchiedenen 
Einſen bezeichnet, welche nach der erſten Richtung den erſten Rang 
haben, mit ge die Anzahl der Einſen zweiten Ranges u. f. w., mit 
gs die Anzahl der Einſen sten Ranges in Bezug auf die erſte Richtung. 

Ganz analog unterſcheiden wir 1, 216, . . . . . tte Rangſtufe 
zweiter Richtung und bezeichnen mit hi, he, ... ht die Anzahlen 
der Einſen, welche resp. den 101, ten, . .. tien Rang nach der 
zweiten Richtung haben. > 

So entſprechen jedem Typus „ gewiſſe poſitive ganze Zahlen 
8, t, gi, gz, .. gs, hi, he, . . ht. Ihrer Bedeutung nach find 
ſie alle < m und man bat immer: 

gtg +... +8 = bi ＋ he . . / htm (1) 
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Zur vollſtändigen Beſtimmung des zweifachen Typus a führen 
wir ein Syſtem von s. t Größen k,,, ein, wo der Index „ die 
Werte 1, 2, 3, .. . s, der Index „ die Werte 1, 2, 3, . . t erhält 
und zwar habe kus die Bedeutung der Anzahl Hip Einſen 
in a, welche den „en Rang nach der erſten und den „en Rang nach 
der zweiten Richtung haben; falls ſolche Einſen in a nicht vor- 
handen find, habe k, , den Wert Null. 

Wir wollen das ſo beſtimmte Syſtem: 


ki, t, koy TORT ie y ke, t 

kit 1, k,t_1, mas à , ke, 1 
„o e (2) 
Es, AR AETIA ke 

ki1, E, 1, Sr , kyı 


die Charafteriftif von « nennen. 

Iſt 4 ein reiner Typus, jo haben die Größen ku,» nur die 
Werte 0 und 1; bei gemiſchten Typen a kommt unter den 
Größen k, wenigſtens eine vor, die größer ift als 1. 

Es beſtehen hier folgende Gleichungen, die ſich unmittelbar 
aus der Bedeutung der darin vorkommenden Buchſtaben ergeben: 


1, , E 

Ki, T Su (3) 
ga l 2.1 

AR 
p= 1, 2, N. 


Es ſtellt daher das Syſtem (2) von nicht negativen ganzen 

Zahlen k, „dann und nur dann die Charakteriſtik eines 

zweifachen Typus a vor, wenn die daraus nach (3) reſultirenden 

Summen m, g, und h, von Null verſchiedene pofitive ganze 

Zahlen find, wie aus dem Sinn von m, g, und h, fih ergiebt. 
Unſere Aufgabe ſei nun die Beſtimmung der Anzahl aller 

reinen zweifachen Ordnungstypen von gegebener 

6 
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Kardinalzahl m; dieſe Anzahl, als Funktion von m gedacht, 


werde mit O (m) bezeichnet. 


8 
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Vordem ich die Löſung entwickele, möchte ich in der nebenſtenden 
Tafel *) die verſchiedenen zweifachen reinen Typen für m= 1, 2 
und 3 veranſchaulichen, deren es für m—1 einen: , für m—2 
vier: Fi, Ba, Ps, Pa, für m3 vierundzwanzig: 7, bis y 
giebt. Sie find durch Punktmengen in der Ebene dargeftellt, 
welche wir in dem Sinne als zweifach geordnete Mengen aufzu— 
faſſen haben, daß die erſte Ordnungsrichtung durch die horizontale 
Richtung von links nach rechts, die zweite Ordnungsrichtung durch 
die vertikale Richtung von unten nach oben beſtimmt ſind. Jeder 
Punkt repräſentirt eine Eins in dem betreffenden Ordnungs— 
typus. Punkten, welche auf einer und derſelben Vertikalen liegen, 
entſprechen im Typus Einſen, die nach der erſten Richtung gleichen 
Rang haben; liegen aber zwei Punkte nicht auf einer Vertikalen, 
ſo hat von den beiden durch ſie dargeſtellten Einſen diejenige den 
niedrigeren Rang in der erſten Ordnungsrichtung, welche dem, 
links vom andern gelegenen Punkte entſpricht. Ebenſo haben 
Einſen, denen Punkte auf einer und derſelben Horizontalen ent- 
ſprechen, im Typus gleichen Rang nach der zweiten Ordnungs— 
richtung, wogegen von zwei Einſen, deren entſprechende Punkte 
nicht auf einer und derſelben Horizontalen liegen, diejenige den 
niedrigeren Rang nach der zweiten Ordnungsrichtung hat, für 
welche der entſprechende Punkt der niedriger in der Ebene gelegene iſt. 

Zur Erläuterung der Zahlen s, t, g, h bemerke ich, daß: 
s e, ah: s 2, I, in g. , t=, 
D ... 
t= 3, in y bis ye: s= 2, t= 2, in % bis y: 8 3, t 2, in 
718 bis 718: 8 2, t= 3, in yig bis 724: s= 3, t- 8 iſt. Ferner 
hat man beiſpielsweiſe in ye: gi 2, g — 1, hi = 1, ha — 2, in 
710 bis 924: go ga hi - hz hz I. 

Die vier letzten Reihen in unſrer Tafel mögen die in Nr. 11 
erklärten Operationen der Addition und Multiplikation 
von Typen veranſchaulichen. 


) Ich verdanke die zweckmäßige Herſtellung derſelben Herrn Dr. H. 
Wiener, Privatdocenten der Mathematik an der Univerſität in Halle. 
6 * 
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Es werde nun mit 9 (gi, gz, ...., ge t) die Anzahl der 
reinen zweifachen Typen bezeichnet, in welchen s und t (beide 
< m) ſowohl, wie auch gu, gə, .... gs gegebene poſitive Werte 
haben, bei denen die Bedingungsgleichung (1) erfüllt ſei. Dann 
fegt fih offenbar O (m) nach folgender Formel zuſammen: 


® (m) pma > g (gi 82, - „ gs, t) ara Br (4) 
81 tet -temm 
1 2, i 
12, m 


Die Summation iſt hier ſo zu verſtehen, daß den Buchſtaben 
s und t alle Werte von 1 bis m beizulegen ſind und bei jedem 
Wertepaar s, t die Buchſtaben gi, ge, ... gs alle poſitiven 
Wertſyſteme zu durchlaufen haben, die der Bedingungsgleichung (1) 
genügen. 


P (gi, ge,. . Zy t) it nach (3) die Anzahl der Löſungs⸗ 
ſyſteme (k,,,), welche folgenden s Gleichungen: 


ki71 + kiza ou o 162131 + kl, t = gı 
kon T k +. 4 ,t = g (5) 
g1 Hr Ke ny Str Kt — 28 
ſowie auch den t Nebenbedingungen 
F he >> O. N 6) 


genügen, wobei die s.t Unbekannten k, nur die Werte 
0 und 1 erhalten dürfen und wo die h, die Bedeutung der in (3) 
geſchriebenen Summen haben. 


Sei p (gu Zo- - Zg t) die Anzahl der Löſungsſyſteme (k,,,) 
für dasſelbe Gleichungsſyſtem (5), wenn die Nebenbeding— 
ungen (6) fallen gelaſſen werden; dieſe Anzahl iſt, weil 
hier die Gleichungen (5) unabhängig von einander aufzulöſen ſind, 
gleich dem Produkt aus den Anzahlen der Löſungen, welche 
die einzelnen Gleichungen (5), jede für ſich, haben. 
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Die Anzahl der Löſungsſyſteme einer Gleichung von der Form: 
k, + k + ne. + kt g 
in ganzen Zahlen ki, ko, . kt, welche nur die Werte 0 und 1 
annehmen dürfen, iſt gleich dem Binomialcoefficienten: 
0 e (7 
8 PP ROT 


Man hat folglich: 
9 (gi, g DR) Mi à ; 0 Re 0 dise til 


Zwiſchen den Functionen J und 3 beftebt aber folgende Be- 
ziehung: 
P (Br Le, . s, t) — >) -P (gr, ge tor). (0) 


ee dl 


Das allgemeine Glied dieſer Summe iſt nämlich gleich der 
Anzahl derjenigen Löſungsſyſteme von (5), für welche » der Summen 
hi, hz, ... ht den Wert Null, die übrigen t — dieſer Summen 
aber von Null verſchiedene Werte haben; ſummirt man daher 
von „ 0 bis „t — 1, jo erhält man als Reſultat die Anzahl 
P (gi, ge,. Zy t). 

Aus (9) ergiebt fich leicht, wenn man darin t- 1, 2, 3, ... m 
fegt und diefe m Gleichungen nach den Werten der Function 9“ 
auflöſt, folgende Umkehrung: 


LA 
, (Bu . 0 D D ()- Ger Bo . By t). (10) 
7 0, 1, . 1. 


Wird dieſer Wert von y’ in die Formel (4) eingeſetzt, nad): 
dem vorher der Buchſtabe t in t’ verwandelt worden ift, fo er- 
hält man: 


om = D) 9 (ge. gy t) 
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Faſſen wir hier diejenigen Glieder zuſammen, in denen t“ — v 
einen und denſelben Wert t hat, jo erhält der Coefficient von 
P (Bi; gz, . By t) folgenden Wert: | 

LA t m—t 
Ba He a 


0, 1, 2. . . m—t 


wo demnach wegen ( + ý = k gi 4 die hier eingeführte Function 


C (m, t) durch folgende Gleichung definirt ift: 


C (u, t) = (6 D aid 4 me wir n () ire a» 


Wir haben daher: 


Dm) = P (1) C (m, t) . (e ge. 8v À) 
gte E... g. m 


s=1,2,...m 
Ead, 2:0 


Wird aljo folgende Function: 


D (m, t) = >) plu, ER MT E (12) 
gi rgb. Eg. m 


s=1,2,...m 
in die Betrachtung eingeführt, jo haben wir: 


®(m) = T (i) 0 (a, ) . D G, t) ... (13) 
t=1,2,....m 
Hiermit ift die geſuchte Function G (m) auf die beiden Functionen 
C (m, t) und D (m, t), welche durch die Formeln (11) und (12) 
definirt ſind, zurückgeführt. 
Zur praktiſchen Berechnung bieten ſich Rekurſionsformeln dar. 
Für C (m, t) beweiſt man leicht die Funktionalgleichung: 


C (m, t 1) = C (m, t＋ 1) + Cm, t) (14) 
Man hat außerdem für dieſe Function die Werte: 
e ee (15) 
C(m,m) — 1; C (m, t) - o, wenn t > mm 
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Daraus ergiebt fich folgende Tabelle für C (m, t), die leicht 
zu vervollſtändigen iſt: 
; 128456 


11 IE . 
72500 e ee a e e hl 
d 
DER WER 


Andererſeits haben wir nach (12): 


D(m+1,t) — D (go, 81, . Bs t) 
85 P61 .. Eg. — m-- 


ee 


Für s = 0, go = m 1 nimmt das allgemeine Glied der letzten 


ss 


Summe den Wert ke Er an; man kann daher, unter Berück— 
ſichtigung des Umſtandes, daß g, ge,. . s poſitiv find und daher 
s<m+1-g fein muß, ſchreiben: 


t t 
D (m ＋ 1, t) = (rs) + À 655 P Ei ge, S t) 
Bt. Fg. m1 
8 1, 2,3. .. m ＋ 1 — g, 
8 
Alſo iſt: 


D (m1, t) m1) L (a) Da, (ai) DA (i) DH 
Setzt man daher feſt, daß: 
N (16) 
ſei, ſo hat man folgende Rekurſionsformel: 
D(m+-1,t) = 1)D(m,® i Oban 1,0 F. - ＋ (LI) DO,) (47) 
Man bemerke noch, daß ſtets: 
n (18) 
ift. 
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Um hieraus D (m, t) zu berechnen, bedürfen wir der folgen: 


den Tafel für den Binomialcoefficienten (Y 


12 11213456 
OE EM tai 
U e % % 3 4 4 6 
2 11361015 
3 114 1 10 20 
4 | 1 8 a i) 
5 1-78 
6 1 
So gewinnt man folgende zu vervollſtändigende Tafel für D (m, t): 
fe | 1 2 3 4 5 6 
0 1 1 1 1 1 1 
1 1 2 3 4 5 6 
2 1 5 | 12 22 35 51 
3 1 12 | 46 | 116 | 235 | 416 
4 1 29 | 177 | 613 | 1580 | 3396 
5 1 70 | 681 | 3240 | 10626 | 27732 
6 1 | 169 | 2620 71460 226454 


Mit Hülfe dieſer Tabellen ergeben fih aus (13) folgende 
Werte der Funktion O (m): 

6 („) = 1; D(2) = 4; D(3) = 24; © (4) = 196; 

0 (5) 2016; ® (6) 24976. 

Dies find für m — 1 bis 6 die Anzahlen der reinen zweifachen 
Ordnungstypen. Handelt es ſich aber um die Anzahl aller zwei⸗ 
fachen Ordnungstypen (der reinen und der gemiſchten) bei gegebener 
Kardinalzahl m, welche wir mit (m) bezeichnen wollen, jo kann 
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derſelbe Weg eingeſchlagen werden, wie für die Berechnung von 
® (m). 

Das Gleichungsſyſtem (5) wird jest jo aufzulöjen fein, daß 
die Unbekannten ku,» nicht bloß die Werte O und 1, ſondern 
beliebige nicht negative ganzzahlige Werte annehmen dürfen. 

An die Stelle der Funktion p (gı, gə,- 8, t) tritt hier eine 
andere, die wir W (gi, ge, ... Zy t) nennen wollen und welche 
durch die Gleichung definiert iſt: 


Vena Ge, -( h). ae ar Be 


Verſteht man daher unter E (m, t) folgende Funktion: 
E (m, t) = Cy, (gu g, . g t) 20) 
Het... bg -m 


7 m 
jo hat man: 


mt 
% = Dh C (m, t) E G, t) .. 20 
UI aim 
Es beſteht aber auch ein einfacher Zuſammenhang zwiſchen G (m) 
und (n), der durch Zurückgehen auf die Bedeutung dieſer An: 
zahlen direkt geſchloſſen wird, in Geſtalt folgender Gleichungen: 
0) = (TH = Y - +E) 0. 22 
m—2 
Om) — An) (PT) m) my... == II UC 
Aus (22) erhält man mit Hülfe der gefundenen Werte von O(m): 
P(1)= 1; 62) = 5; 563) = 38; 04) = 281; 
1 (5) = 2961; (6) = 37277. 

14. Das Verfahren, durch welches wir die Anzahlen G (m) 
und (m) der zweifachen Ordnungstypen in Nr. 13 beſtimmt 
haben, läßt fih auch auf ein beliebiges n übertragen. 

Es werde mit Ø (m, n) die Anzahl der reinen, mit Pm, n) 
die Anzahl der reinen und gemiſchten n-faden Ordnungstypen 
von der Kardinalzahl m bezeichnet. 

In einem n-fachen Typus a find die Einſen nachen ver: 
ſchiedenen von einander unabhängigen Richtungen, welche von uns 
als 1fe, 2.8, ... „e, . . nte Richtung unterſchieden werden, geordnet. 
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Wir bezeichnen mit s, die Anzahl der verſchiedenen in & vor- 
kommenden Rangſtufen nach der 2 Richtung. 

Zv, ſei die Anzahl der verſchiedenen Einſen in 4, welche den 
ait Rang nach der n Richtung einnehmen; es erhält daher der 
Index „ die Werte 1, 2, 3, ... 8, 

Alle s, und g, find poſitive ganze Zahlen < m und man 
hat für jedes beſtimmte v= 1, 2, 3, . . n: 


De. „me (24) 


p= 1, 2s By 

Unter der Charakteriſtik des Typus a verſtehen wir ein 

Syſtem von sı .s ......8n Zahlen: 
| k; Den | EN N (25) 

wo der Index å, die Werte 1,2,3,.. s, anzunehmen hat und zwar 
bat k . . n die Bedeutung der Anzahl aller in vorkommen⸗ 
den Einſen, welche nach der erſten Richtung den 118, nach der 
zweiten Richtung den 4,1%, u. f. w., nach der nien Richtung den 
A. Rang einnehmen; falls ſolche Einſen in 4 nicht exiſtieren, 
fol K . in den Wert Null haben. Iſt æ ein reiner Typus, 
fo kommen den Größen k nur die Werte 0 und 1 zu. 


Aus der Bedeutung der Größen k und g folgen unmittelbar 
die Gleichungen: 


e (26) 
2, 8 
ul, 2% 
1 1, od. m 
und: à 
N nn ent e 


wo die Summierung ſich über alle Werte der Indices 24, - .. In zu 
erſtrecken hat, mit Ausnahme des Index 2,, der bei der 
Summation einen konſtanten Wert der Reihe 1, 2, 3, .. . s, behält. 

Das Syſtem (25) von nicht negativen ganzen Zahlen 
NA, a. ù bildet dann und nur dann die Charakteriſtik eines 
beſtimmten n=fachen Typus 4, wenn die aus ihnen nach (26) und 
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(27) vejultierenden Summen m, 98% von Null verſchiedene 
poſitive ganze Zahlen ſind. 

In der nun folgenden Betrachtung ſpielt die erſte der n Ord— 
nungsrichtungen eine bevorzugte Rolle und wir wollen daher für 
die ſich auf ſie beziehenden Größen einfachere Bezeichnungen ein— 
führen. Wir ſetzen: 

81 8, Sırı = Bi B12 = g. Bis = 8s: 

Es ſei p (gi, gz, : - gs, 82, Ss, - . . Sn) die Anzahl der 
reinen n-fachen Typen, für welche die Größen s, se, ... sn bez 
ſtimmte poſitive ganzzahlige Werte < m und ebenſo gi, ge,. . gs be: 
ſtimmte der Gleichung: 

gi T gz T... . 4 gs =m 
genügende poſitive ganzzahlige Werte haben. 

Man hat alsdann: 


® (m, n) SA dr (81, So, + Es / Say 83, Sn} ꝗ (28) 
gi Tg. . g= m 


8=1,2....m 
8 1, 2... m 
a 10 


Die Funktion 3 läßt fih nun, wie die in Nr. 13 mit dem: 
ſelben Zeichen vorkommende, auf die durch Formel (8) definierte 
Funktion p (gi, g,. Es, t) zurückführen; ſetzen wir die Bezeich- 
nungen: S2 = tu, S8 = t, . Sn tu-1 
feft, jo beſteht die Gleichung: „ +.+u, 


7% Gi, ge,. Ge, t to, tui) DA — 905 (% (*- =" Jø (Guge Bert). 


4 0, 1, . l 

4 , 1, ta 

An 10,0 * 1 
In dieſer Summe hat der Buchſtabe t die Bedeutung t — (t. — ) 
(to — U) . (tu 1 — An-—1). Wird dieſer Wert in (28) eingeſetzt, 
fo erhält man, wenn tt, t 1 an Stelle von ti, te, .. tu 1, t 
an Stelle von t geſetzt werden: 
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tittat. pee 
0 bu n) = DD ()() G) 7 der E Err) 
4 , 1, -t gi LET +g—m 
mdd RE s—1,2...m 


n 10, 1, in: tn 1 1, , 1. 
Es ift hier t= (t1 — u) (tz —⁸) ... (bn 1 — un 1). 
Faſſen wir diejenigen Glieder zuſammen, in welchen t“ — 44, 
t — l, tu - Un entſprechend die beſtimmten Werte 
by * haben, jo erhält der Coefficient von q (g., g, -. 


gs, (ti . tz. . . tn-1)) den Wert: 
m(n—1)—t, — t. —..— 
(—1) Cn, t.). C (m, Ale De, tai) 


Führen wir daher folgende ee ein: 
M(n—1)—t, —t, —..— 


Gima ) = DT) C(m,#).C m4): 00, -O. (80) 
but vdi: mai 
wo ti, te,. . tu! alle pofitiven ganzzahligen Wertſyſteme anzu- 
nehmen haben, bei denen die Gleichung: 
be ee Non (31) 
mit den Nebenbedingungen: 
ES m, „ (02) 
erfüllt ift, jo ergiebt ſich ohne Weiteres die Formel: 
0 (m, u) = — 0 (m, n, t). D (m, t) (33) 
t—1,2,3,...mn—1 
m—t 
Für den Fall n=2 ift C (m, 2, t) = (—1) C (m, t) und es 
geht die Formel (32) in die Formel (13) für (m) über. 
Ebenſo findet man: 
#(m,n)— T0 Gn, u, .). E (u, t).. . 34) 
t—1,2,3,...mn—1 
Auch beſtehen zwiſchen D (m, n) und (m, n) die Gleichungen: 
m, m) = m, 9 (A1 D (*g omn Ha)“ 2,0)+#(1,n)..(35) 
m—2 


m—1 
mm) = m, -( D rm DHS ) 2,1) —.—— D(a - . ,n EU)) NK 
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Berichtigungen. 


Pag. 11 Zeile 2 von unten lies dem ſtatt den. 

Pag. 24 Zeile 15 von oben find zwiſchen M und ſtehen die Worte einzu- 
einzufügen: und nur diefe. 

Pag. 29 Zeile 10 von unten ſind zwiſchen dem und unterſchiedsloſen 
die Worte einzufügen: ſeiner Natur nach. 

Pag. 43 Zeile 8 von oben lies dixerit ftatt dis cerit. 

Pag. 47 Die Bezeichnung Emanuel Maignan's (er lebte von 1601 bis 
1676) als eines Franc iskanermönches iſt nicht ganz zutreffend, 
da hierunter die dem Orden des S. Franeiseus von Aſſiſi an— 
gehörigen ſogenannten Minoriten oder Seraphiſchen Brüder 
gewöhnlich verſtanden werden. E. M. war aber (ebenjo wie der 
als Freund des Carteſius bekannte Pater Merſenne) ein Mi= 
nime, das heißt Angehöriger eines, von Franeiseus von Paula 
( 1507) im Jahre 1435 geſtiſteten, die Strenge des Franeiscaner— 
ordens, an den er ſich ſonſt anſchloß, durch Enthaltung von allem 
Fleiſch überbietenden Mönchsordens. 

Ich verdanke dieſe Berichtigung der Güte des R. P. Igna— 
tius Jeiler, O. S. Franz. Präfekten des Coll. S. Bonaven— 
turae in Brozzi per Quaracchi, bei Florenz. 

Pag. 53 Zeile 5 von unten lies S. Giulio ftatt Guilio. 
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Bitte, J. H. Das Weſen der Seele und die Natur der geiſtigen 
Wen im Lichte der Philofophie feit Kant und ihrer grund- 
legenden Theorien. Hiſtoriſch⸗kritiſch dargeſtellt. 352 S. M 7. — 


Eine durchgebildete philoſophiſche Kraft ſchält in dieſem Buche von 
den bedeutenderen philoſophiſchen Syſtemen, wie von Kant, Schopenhauer, 
Harms, Wundt, Mach, Fichte, Hegel, Lotze, das durchaus unhaltbare los 
und zeigt mit Scharfſinn, großer Sicherheit und ſchlagfertiger Beleſenheit, wie 
das, was in denſelben Wahres und Richtiges iſt, ſich nur aufrechthalten läßt 
zuſammen mit der Annahme, daß die Seele ein eigenes Weſen, eiue eigene 
vom Körper an ſich unabhängige Subſtanz habe. Der ernſte Leſer wird 
reiche Belehrung aus dieſer Abhandlung ſchöpfen. Sie iſt ein wertvoller 
Beitrag zur Ueberwindung des rohen Materialismus. 

Jahrbuch für Philoſophie. 

Das vorliegende Werk ſtrebt eine wiſſenſchaftliche Verſtändigung über 
die Seelenfrage an auf Grund eines reichhaltigen und wertvollen, kritiſch 
durchgearbeiteten und überſichtlich geordneten, hiſtoriſchen Materials. Der 
Verfaſſer, der über ein ausgebreitetes Wiſſen und eine gründliche philo⸗ 
ſophiſche Bildung verfügt, macht den Leſer darin in zuſammenhängender 
Darſtellung mit den, ſein Thema betreffenden Anſchauungen einer Reihe 
hervorragender Vertreter der neueren philoſophiſchen Wiſſenſchaſt bekannt. 
Die Referate geben das Weſentliche des fremden Gedankens zutreffend wieder, 
ja oft ſogar mit glücklicher Prägung. Deutſche Rundſchau. 

Das Buch Witte's iſt höchſt beachtenswerth. Gewiſſenhaft referirend, 
von der Specialfrage Ausblicke auf die Entwickelung der modernen Piycho- 
logie überhaupt gewährend, bietet es eine klare Ueberſicht der philoſophiſchen 
Auffaſſungen des Seelenlebens, ſoweit dieſelben für die Gegenwart als trag⸗ 
fähige Stützen möglicher Standpunkte in Betracht kommen. Nord u. Süd.) 

Eine ſehr zeitgemäße und gediegene Arbeit. 

Theologiſcher Litteratur-Bericht. 

Dieſes wichtige Wert ift eine hiſtoriſch-kritiſche Verſtändigung über die 
wichtigſten Grundprobleme der Pſychologie und über deren Behandlung bei 
den ſeit Kant hervorgetretenen bedeutendſten Philoſophen in Deutſchland, 
England und Frankreich. Im Mittelpunkte der Darſtellung und Unterſuchung 
ſteht die Frage uach Sinn und Bedeutung, ſowie nach Berechtigung der 
ſubſtantiellen Auffaſſung der Seele. Magazin f. Lit. d. In- u. Auslandes. 

Ein durch ſeinen Gegenſtand, wie durch die Behandlungsweiſe deſſelben 
gleich ſehr anziehendes Buch; es verdient jede Empfehlung. 

Deutſches Wochenblatt. 

Mit obigem Werke bieten ſich dem philoſophiſchen Publikum Darlegungen, 
die allſeitiger Beachtung ernſtlich zu empfehlen find. Philoſoph. Monatshefte. 

. . Ein fo maßvoller Denker wie Witte, zumal er ſich durch Qes- 
barkeit ſeines Stils vor anderen Philoſophen vortheilhaft auszeichnet, iſt be⸗ 
ſondes dazu begabt, in die ſchwierigen Gedankengänge der neueren Pſycho⸗ 
logie-Gejchichte tiefer hineinzuführen. Theologiſches Litteraturblatt. 


Verlag von E. €. M. pfeffer (Robert Stricker), Balle: Saale. 
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Arnold, Aug., Das Leben des Horaz und sein philosophischer, sitt- 
licher und dichterischer Character. 180 8. M. 2, 
— —- System der platonischen Philosophie. Als Einleitung 
in das Studium des Platon und der Philosophie überhaupt. 308 S. M. 3,50. 
Asmus, Dr. P, Das Ich und das Ding an sich. Geschichte ihrer 
begrifil. Entwickelung in der neuesten Philosophie. 142 8. M. 2,80. 
— — Die indogermanische Religion in den Hauptpunkten 

ihrer Entwickelung. Ein Beitrag zur Religionsphilosophie. 2 Bände. 
1. Band: Indogermanische . 288 8. M. 7,—. 
2. Band: Das Absolute und die Vergeistigung der einzelnen 
Indogermanischen Religionen. 360 8. M. 9—. 
Athenagorae supplicatio pro Christianis imperatoribus M. Aurelio Antonio 
et L. Aurelio Commodo, Armeniacis, Sarmatieis et, quod maximum 
est, philosophis. Graece et latine cura et studio Ludov. Paul. Ha 8. 
. 240. 
Becker, Dr. Th., Platos Charmides inhaltlich erläutert. 106 S. M. 2,40. 
Dorner, Dr. M., Ueber die Prineipien der Kantischen Ethik. 132 8. 


M. 1,60. 
Dreher. Dr. Eug., Der Darwinismus und seine Consequenzen 
in wissenschaftlicher und socialer Beziehung. 117 S. M. 2,25. 


— — Beiträge zu unserer modernen Atom- und Mole- 
kular - Theorie auf kritischer Grundlage. 1. Die philosophische 
Grundlage der Chemie. 2. Die Spektralanalyse. 3. Die Ursache 
der Phosphorescenz der „leuchtenden Materie“ nebst Erörterung 
der drei Spektren im Lichte. (Das eigentliche Lichtspektrum, das 
Wärmespektrum, und das chemische Spektrum.) 142 S. M. 2.25. 

— — Beiträge zu einer exakten Psycho- Physiologie. 
1. Ueber das Wesen der Sinneswahrnehmungen. 2. Die vierte 
Dimension des Raumes: 3. Nervenfunction und psychische Thätigkeit. 
4. Studien am „Lebensrad“ behufs eines richtigen Verständnisses der 
Sinneswahrnehmungen. 5. Beiträge zur Theorie der Farbenwahr- 
nehmung. 918. 2m 

— Fon und Wort mit Bezugnahme auf das Musik-Drama 


Richard Wagners! 36 S. M. 0,80. 
Drossbach, Maxim., Ueber die scheinbaren und die wirklichen 
Ursachen des Geschehens in der Welt. 103 8. M. 1,80. 
— — Ueber die Objecte der sinnlichen Wahrnehmung. 
230 8. M. 4,50. 
— — Ueber Erkenntnis. 64 8. M. 1,— 
— — Ueber Kraft und Bewegung im Hinblick auf die 
Lichtwellen und die mechanische Wärmetheorie. 120 S. 


M. 2.40 
Durdik, J., Leibnitz und Newton. Ein Versuch über die Ursachen 
der Welt auf Grundlage der positiven Ergebnisse der Philosophie und 


der Naturforschung. 72 8. M. 1.— 
Erdmann, Prof Dr., Ueber den Naturalismus, seine Macht und 
seine Widerlegung. 32 S. M. 0,60. 
— — Preussen und die Philosophie. Akademische Bei, 7 
. 0,60. 


Fichte, Prof. Dr. J. H. v., Ueber den Unterschied zwischen 
ethischem und naturalistischem Theismus, mit Bezug auf „Fr. W. 
J. Schelling's sämmtliche Werke.“ 64 8. M. 1.— 

Gregorii Palamae, archiepiscopi thessalonicensis prosopopoeia animae 
accusantis corpus et corporis se defendendis, cum judicio. Aureolum 
libellum, philologis, philosophis et theologis aeque commendabilem, post 
Adr. Turnebum graece denuo separatim editum emendavit, annotavit et 
commentariolo instruxit Albertus Jahnius Dr. phil, honor. 618. 


M. 2,75. 
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Verlag von C. E. M. Pfeffer (Robert Stricker), Balle-Saale. 

Breſſeuſſé, Edmund von, die Urſprünge. Zur Geſchichte 
und Löſung des Problems der Erkenntnis, der Kosmologie, der 
Anthropologie und des Urſprungs der Moral und Religion. Autori⸗ 
ſirte deutſche Ausgabe von Eduard Fabarius. Zweite un⸗ 
veränderte Ausgabe. 466 S. M 4,50. 


Kurze Inhaltsüberſicht. 


Erſtes Buch. Das problem der Erkenntnis. 
I. Kap. DT | $ 
Das bl kenntnis und Das Problem der Erkenntnis un 
A Pee ene der Erkenntnis und die kritiſche Schule in Deulſchland und 
in Frankreich. Die von Maine de 
II. Kap. Biran ERR SEELE des Carte⸗ 
a Pr ; ; ſianismus und des Kantianismus. 1. 
Das Problem der Erkenntnis und | Descartes und Kant. 2. Maine de Biran. 
die neuere Pſychologie in England, 3 Der franzöſiſche Kritieismus 
Frankreich und Deutſchland. 1. Die ”" Ae va 
engliſche Piychologie.. Stuart Mill. IV. Kap. 
Herbert Spencer. 2. Die Erkennt⸗ Die wahre Löſung des Problems der 
nistheorie von Taine. 3. Die neuere Erkenntnis. 1. Urſprung und Ent- 
deutſche Piychologie. — Die auf den wickelung der Erkenntnis. 2. Bedeu- 
Materialismus gegründeten Erkennt- tung des Willens bei der Erkenntnis. 


nisthesrien. Der Skeptieismus. 


Die Bedingungen der Gewißheit. 


Zweites Buch. Das kosmologiſche Problem. 


I. Kap. 
Das Kauſalitätsprincip in der Welt. 
1. Der die Natur beherrſchende Ge 
danke. 2. Die bildende Kraft in den 
verſchiedenen Reichen der Natur. 
II. Kap. 
Die alten Einwürfe. 1. Der Ato⸗ 
mismus. 2. Der Organieismus. 
III. Kap. | 
Die auf die Fortdauer und Verän⸗ 
derung der Kraft gegründeten Einwürfe. 


Drittes Buch. 

I. Kap. | 

Der Menj in feiner doppelten 
Natur. 1. Der Menſch vom phyſio⸗ 
logiſchen Geſichtspunkte. 2. Der Menſch 
vom intellectuellen und moraliſchen 
Geſichtspunkte. | 


II. Kap. | 

Die Beziehungen des Phyſiſchen 
zum Moraliſchen. 1. Das Gehirn 
und der Gedanke. 2. Auf den Begriff 
der Bewegung gegründete Einwände. 


III. Kap. | 
Der Menſch und das Tier. 1. Frage⸗ 


ſtellung. 2. Der Inſtinkt und der Geiſt. und Espinas. 


niſtiſche 


Das anthropologiſch 
f 


IV. Kap. 

Die Evolutionslehre. Der Trans- 
formismus. 1. Evolutionslehre. Dar- 
win. Robert Wallace. 2. Der mo- 
Transformismus. herbert 
Spencer und Häckel. 3. Die Theorie 
der Immanenz. Hegel. 4. Der 
Peſſimismus. Schopenhauer und 
Hartmann. Renan und Jules Soury. 


e problem. 
IV. Kap. 

Die Sprache, ihr Urſprung, ihre 
Bedeutung für die Erkenntnis. 


V. Kap. 

Die menſchliche Geſellſchaft und die 
tieriſchen Gefellſchaften. 1. Speeifiſcher 
Character der menſchlichen Geſellſchaft. 
Der Kontrakt. Rouſſeau. Fouillse. 
2. Wiederlegung der Soziologie des 
Poſitivismus und der neueren deutſchen 
und engliſchen Pſychologie. Aug. 
Comte Littré. Buckle. Bagehot. Jäger. 
Herbert Spencer. 3. Die tieriſchen 
Kolonien und Geſellſchaften. Perrier 


————— 
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Verlag von C. E. M. Pfeffer (Robert Stricker), Palle-Saale. ; 


Viertes Buch. Der Ursprung der Moral und der Religion. 


I. Kap. Gefühl des Schönen. Die Kunſt. Ihre 
Das Princip und der Urſprung der dreifache Beſtimmung. 
Moral. 1. Die Moral des Vergnü⸗ III. Kap 


gen und die Moral des Intereſſes. Die Religion. Ihr Weſen und ihr 
b RUE der Moral des Inter- Urſprung. 1. Das Weſen der Religion. 
eſſes. 3. Der Determinismus und die 2. Die verſchiedenen Erklärungen des 
Freiheit. 4. Die unabhängige Moral. Urſprungs der gegen 
5. Die Sanktion. IV. Kap. À 
II. Kap. Der Wilde. der Urmenſch. 1. Die 
Das Gefühl des Idealen. Die Kunſt. wilden Völker. 2. Der Menſch der 
1. Das Gefühl des Idealen. 2. Das Höhlen und der Pfahlbauten. 


Dieſes Werk des ausgezeichneten Pariſer Theologen gehört zu den 
hervorragendſten apologetiſchen n der Gegenwart. 
„Beweis des Glaubens“ und „Theolog, Litteraturbericht“. 
Die ſehr lehrreiche und belehrende Schrift bietet dem Leſer eine ſolche 
Fülle gediegenen Jahaltes in einer geiſtreichen Behandlung, daß 


feiner fie ohne Gewinn wieder aus der Hand legen wird. 
Deutſche Litteraturzeitung. 


Verfaſſer hat den Weg gezeigt, wie das freikritiſche Denken mit den 
Fundamenten des ſittlich religiöſen Glaubens, an welche fih jedwede wahr- 
haft menſchliche Cultur anknüpft, in Einklang ſteht. Pgiloſophiſche Monatshefte. 

Wir wünſchen dem Werke eine weite Verbreitung und knüpfen 
die Hoffnung, daß es geſchieht, an die in der That ungewöhnliche Sicherheit 
mit welcher der Verfaſſer feiner Aufgabe Meiſter geworden ift- 

Zeitſchrift für Philoſophie und philoſ. Kritik. 

Ausgerüſtet mit umfaſſender Beleſenheit tritt Ver⸗ 
faſſer den verſchiedenen Sekten des modernen Skeptizismus auf ihrem 
eigenen Boden gegenüber, um mit unerbitterlicher Logik aus ihrem 
eigenen Munde das Verdammungsurtheil über ihr Syſtem vernehmbar 
zu machen. ; Neue Preußische [Rreus-] Zeitung. 

In voller Freiheit des Gedankens fich bewegend, tritt Verfaſſer doch mit 
heiligem Ernſt für alles Ideale und ſittlich Hohe ein; die Sprache verbindet 
mit der den Franzoſen eigenthümlichen und auch in der deutſchen Ueber- 
tragung glücklich gewahrten Eleganz des Ausdruckes eine wohl- 
thuende Nobleſſe, ſelbſt gegenüber den ärgſten Ausſchreitungen der Gegner. 

Hälliſche Zeitung. 

Wie der reiche Inhalt, ſo iſt auch die Sprache des vortrefflichen 
Buches, feſſelnd und anregend; Schönheit und Klarheit der Form eint ſich 
mit Energie und Feuer des Gedankens. Theologiſches Litteraturblatt. 

Wir raten unſern Amtsbrüdern, namentlich in den Städten, ſonderlich 
diejenigen auf dieſes gediegene Werk aufmerkſam zu machen, welchen die 
Zeit zu eingehenden philoſophiſchen Studien fehlt, welche aber nach einer 
guten Waffe zur Widerlegung materialiſtiſcher Weltanſchauung ſich umſehen. 
In jedem Leſezimmer ſollte es ſich vorfinden. 

Litterariſcher Wegweiſer für das evang. Pfarrhaus. 

Hier haben wir ein Buch vor uns, das die allgemeinſte Aufmerkſam⸗ 
keit verdient und geeignet iſt, in Bezug auf die wichtigſten Probleme, welche 
der Unterſuchung der edelſten Geiſter und des ernſten Nachdenkens aller Ge- 
bildeten wert ſind, nicht blos einen orientirenden, ſondern auch einen wiſſen⸗ 
ſchaftlich begründeten Aufſchluß zu vermitteln. Es bildet eine ſehr belehrende 
und intereſſante Lektüre, und Keiner wird daſſelbe ohne große Befriedigung 
aus der Hand legen. Es liegt in zweiter Auflage vor uns, ſo daß die An⸗ 
erkennung, welche der erſten Auflage von den angeſehendſten philoſophiſchen 
Zeitſchriſten und Litteraturblättern gezollt wurde, auch dieſer zweiten Auflage 
gilt. Möge das Buch in recht viele Hände kommen und fleißig geleſen 


werden und recht großen Nutzen ſtiften. 
Dr. Soi. Dippel im Litterariſchen Merkur. 
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Dreher, Eugen. Die phuſiologie der Tonkunſt. 132 S. / 2,40- 

Der Verfaſſer, welcher bereits durch ſeine „Beiträge zu einer exakten 
Pſycho-Phyſiologie“ und durch andere Schriften philoſophiſchen Inhalts be- 
kannt ift, unternimmt es, im vorliegenden Werkchen die Pſycho-Phyſiologie 
der Tonkunſt zu unterſuchen, die phyſiſche Seite der Erſcheinungen genauer 
beſchreibend, die pſychiſche Seite derſelben mehr andeutend als ausführend. 
Selbſtverſtändlich ſieht Dreher in dem epochemachenden Werke von v. Helm⸗ 
holtz „Die Lehre von den Tonempfindungen als phyſiologiſche Grundlage e 
die Theorie der Muſik“ die grundlegende Vorarbeit für ſeine Studie, die aber 
in erſter Linie in großen Zügen die phyſiologiſchen Geſetze aufdecken will, 
durch deren kunſtgerechte Benutzung der Tondichter ſeine beabſichtigten Wirk⸗ 
ungen erreicht. Wir empfehlen Drehers Werk dem Intereſſe der Leſewelt, 
namentlich als Seitenſtück zu Nietſche: „Geburt der Tragödie aus dem Geiſte 


der Muſik.“ (Weſtermann's Monatshefte.) 
Eucken, Rudolf, Die Philofophie des Thomas von Aquino und 
die Kultur der Mewzeit. (II u. 54 S.) , 1,20. 


Der berühmte Verfaſſer wendet ſich gegen die d des Mittel⸗ 
alters, inſofern dieſelbe in unſern 3 im Hinblick auf die Machtſtellung 
Roms plötzlich wieder einmal nicht nur Duldung verlangt, ſondern Herrſchaft. 
Dagegen wird Thomas ſelbſt innerhalb ſeines hiſtoriſchen Rahmens vollauf 
gewürdigt. Der doctor universalis hat in der That an einem Wendepunkt 
geſchichtlichen Lebens Bedeutendes gewirkt. (Weſtermann's Monatshefte.) 


Tucas, Franz, die Methode der Eintheilung bei Platon. 
(XVI u. 308 ©.) 6,80. 
Die Methode der ee Mar) bildet ein Haupttheil der platonifchen 
Dialektik. Eine ſelbſtſtändige Darſtellung hat ihr zum erſten Male der Ver⸗ 
faſſer zutheil werden laſſen und er hat fie zu einem gedeihlichen und er- 
ſchöpfenden Ende geführt. Die Aufgabe war keine leichte. Die Löſung der⸗ 
ſelben erforderte nicht etwa nur eine Beſprechung der Dialoge, in welchen 
die Methode der Eintheilung beſonders häufig angewendet wird, ſondern eine 
Unterſuchung aller uns unter dem Namen Platons überlieferten Schriften. 
2 Der Verfaſſer hat ſich allen Anforderungen vollauf gewachſen gezeigt. 
si (Blätter f. liter. Unterhaltung. 
Schmitt, Eugen Heinr., Das Geheimniß der gegelſchen 
ialektik, beleuchtet vom concret-ſinnlichen Standpunkte. (Philoſ. 
Vortr. H. 15/17) (IV u. 144 ©.) M 3,60. 
Dieſe Schrift (herausgegeben durch Prof. Laſſon im Namen der Philo⸗ 
ſophiſchen Geſellſchaft) iſt das Werk eines Gerichtsſchreibers in Ungarn, der 
ohne philoſophiſche Meiſter und Schule mit wahrhaft tiefgründigem Verſtande 
an ſeine Sache herangegangen iſt. Die Schrift war zur Preisbewerbung 1884 
bei der Philoſophiſchen Geſellſchaft in Berlin eingereicht und mit beſonderer 
Auszeichnung genannt worden. Sie iſt höchſt leſenswerth, höchſt ideenreich. 


»reflenfi A Com. von, Evangeliſche Studien. Autoriſierte 
deutſche Ausgabe von Eduard Fabarius. Zweite Auflage. 
Zwei Bändchen à # 1. 

Das erſte Bändchen enthält ſechs Vorträge über das Problem des 

Lei dens, welche mit einander im engſten Zuſammenhange ſtehen. Der Troſt 

im Leiden ſuchende Chriſt findet in dieſen Vorträgen wahre Erquidung und 

Aufmunterung. 

Das zweite Bändchen behandelt ſolche religiöſe Fragen, welche unſer 

Zeit vorzugsweiſe beſchäftigen. Verfaſſer giebt darin einen treuen Ausdruck 

des Sehnens aller chriſtlichen Herzen nach Wahrheit. 

Die evangeliſchen Studien ſind durch Form und Gehalt höcht anziehend, 
belehrend und erbaulich und haben ſich ſchon einen großen Kreis dankbarer 

Freunde erworben. Sie eignen fih auch vorzüglich zu Geſchenken. (poſt.) 
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Hartsen, Dr. F. A. v., Die Methode der wissenschaftlichen 
Darstellung. Einfache Regeln, um den schwierigsten Gegenstand 
klar und erschöpfend zu behandeln. Mit besonderer Rücksicht auf die 
Interpunktion. S. M. 1,50. 

— — Grundlegung von Aesthetik, Moral und Erziehung 
vom empirischen Standpunkt. Mit Rücksicht auf Herbart, R. Zimmer- 
mann, Lotze ete. Mit einem neuen Versuch, Philosophie und Religion 


zu versöhnen. 116 8. M. 2,40. 
— — Grundzüge der Psychologie. 2. gänzl. umgearb. u. beträchtl- 
verm. Aufl. 210 S. mit 4 Taf. Abbild. M. 4.— 


— — Grundzüge der Wissenschaft des Glücks. 408. M. 0. 80 


Horwiez, A., Psychologische Analysen auf psychologischer Grund- 
lage. Ein Versuch zur Neubegründung der Seelenlchre. I. Th. 376 S 


I. 7. 
— — 2. Thl. 1. Hälfte. Analyse des Denkens. Grundlinien einer 
Erkenntnisstheorie. 184 8. M. 4.50. 
Jodl, Dr. F., Leben und Philosophie David Hume's. 1 8. 
. 4.—. 


— Die Culturgeschichtsschreibung, ihre Entwieklung und 
ihr Problem. 128 8. N 

Knauer, G., Conträr und contradictorisch (nebst convergirenden 
Lehrstücken) festgestellt und Kant's Kategorientafel berichtigt. Eine 
philosoph. Monographie 158 S. M. 3,—. 

Knorr, L., Erörterungen und Abhandlungen auf philosophi- 
schem Gebiete, nebst einem Vortrage: Philosophie für Frauen. 


£) 


52 S. M. 1,—. 
Köhler, Dr. R., Ueber die Dionysiaca des Nonnus von Pano- 
polis. 96 8. M. 2,—. 
Küssner, G., Kritik des Pessimismus. Versuch einer Theodizee. 
54 8. M. 1,20. 


Maximi Confessoris , Sancti patris nostri, de variis diffieil. locis SS. 
PP. Dyonisii et Gregorii ad Thomam V. S. librum e cod. ms. Gudiano 
deserips. et in lat. sermonem interpret est post J. Scoti et Th. Gale ten- 
tamina nunc primum integrum ed. Dr. Oehler. 406 S. M. 8.—. 


Merx, Dr., Bardesanes von Edessa, nebst einer Untersuchung über 
das Verhältnis der clementinischen Recognitionen zu dem Buche der 
Gesetze der Länder. 132 8. M. 2,40. 


S. Methodii opera et 8. Methodius Platonizans. Ed. Jahnius. 
Pars I.: S. Methodii opera, recognita et nunc primum plena ac separatim 
edita. Pars II.: S. Methodius Platonizans, sive Platonismus SS. Patrum 
Ecclesiae graecae S. Methodii exemplo illustratus 70 S. 58 8. (12 M). 


M. 4.— 
Müller sen., Mor., Die Fortsetzung unseres Lebens im Jenseits. 
Verteidigt gegen die rabiate Unsterblichkeitsläugnerei. 96 8. M. 1,80. 
Paul, Dr., Kant’s Lehre vom radikalen Bösen. Ein Vergleich 
mit der Lehre der Kirche. 98 8. M. 2,25. 


Pfleiderer, Prof. Dr. Edm., Kantischer Kritizismus und englische 
Philosophie. Eine Beleuchtung des deutsch- englischen Neu- Empi- 
rismus der Gegenwart als Beitrag zum Centenarium der Kritik der 
reinen Vernunft, 148 S. M. 2,50. 

Paton’s Aicibiades I.; Charmides; Hippias J.; Lysis; Theages; die Neben- 
buhler; Hipparchus; Minos; Hippias II.; Aleibiades II. und Parmenides; 
dem Sinne und Zusammenhange nach entwickelt von August Arnold. 
400 8. M. 4,50. 
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Seit der Begründung dieſer Zeitſchriſt durch den jüngeren Fichte und 
den nun ebenfalls verſtorbenen H. Ulriei ift nahezu ein halbes Jahrhundert 
verfloſſen. In dieſer Zeit haben fih auf geiſtigem Gebiete mancherlei Gäh⸗ 
rungs- und Klärungsprozeſſe vollzogen, und jo manches litterariſche Unter- 
nehmen iſt nach einem ephemeriſchen Daſein durch die vorwärts drängende 
Entwickelung des Geiſteslebens verſchlungen worden. Für die in Rede jtehende 
Zeitſchrift giebt jhon die ſtattliche Reihe von Bänden, zu der fie ange- 
wachſen iſt, vollgültiges Zeugniß, in wie hohem Grade ſie es verſtanden 
hat, bleibend Werthvolles zu bieten, und wie triebkräftig, wie vordem 
ſo jetzt noch, die Grundgedanken ſind, von denen ſie getragen iſt und die ſie 
dem Durcheinander der Meinungen gegenüber vertritt. Nichtsdeſtoweniger 
muß anerkannt werden, daß unbeſchadet ihrer Grundrichtung eine Aenderung 
in der Art und Weiſe, wie ſie ihre Stellung zu den großen Problemen, die 
das Geiſtesleben bewegen, zum Ausdruck bringt, Bedürfniß iſt. Vom 87. 
Bande an ift dieſe Aenderung in Ausſicht geſtellt: das Prinzip methodiſchen 
Ankämpfens, welches lange Zeit den Charakter der Zeitſchriſt beſtimmt hat, 
ſoll, da die von dem Journal vertretene Richtung im Geiſtesleben der Gegen⸗ 
wart als berechtigter Factor und in manchem Weſentlichen als ſtimmfüh⸗ 
rend anerkannt iſt, weniger in den Vordergrund geſtellt, dagegen die 
Löſung einer durch die unabläſſig weiterſchreitende Entwickelung und kaum noch 
überſehbare Fülle der in's Detail gehenden Specialforſchung nahegelegte Auf⸗ 
gabe angebahnt werden. Es handelt fich um die Inventariſirung des geiſtigen 
Beſitzes der Wiſſenſchaft in zwiefacher Beziehung: in hiſtoriſcher durch Erör⸗ 
terung des Hiſtoriſchen unter dem den weiteteſten Ueberblick ermöglichenden 
Geſichtspunkte einer Theorie der geſchichtlichen Phänomene; ſodann aber ſoll 
— und das halten wir für ein ſehr dankenswerthes Unternehmen — „ſei 
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es in fragmentariſchen Skizzen, ſei es in zuſammenfaſſenden Ueberſichten eine 
Orientirung des Leſers über die gegenwärtigen Gedankenbewegungen sine ira 
et studio“ — verurſacht werden, und dieje fol nicht allein den Stand der 
Be Wiſſenſchaft, ſondern auch die der alder en ausländiſchen 
Phi oſophie in regelmäßigen Semeſtralrevüen charakteriſiren. So würde ſich 
die Zeitſchrift in dieſer Beziehung zu einer philoſophiſchen Welt- 
revue erweitern. er 

Daß ſie dieſe große Aufgabe, ſo weit dies überhaupt möglich iſt, löſen 
oder doch ihrer Löſung e a werde, dafür bürgt der Name der Her⸗ 
ausgeber Prof. Krohn in Kiel und Prof. Rich. Falkenberg in Jena. sn 

Wenn wir ſomit die allbewährte Zeitſchrift denjenigen unſerer Leſer, 
welche Leben und 1 leng der geiſtigen Intereſſen nach ihrer Wurzel 
hin unter die Oberfläche des bunten Gewirres der Meinungen und Erſchei⸗ 
nungen des Tages zu verfolgen gewöhnt find, warm an's Herz legen, jo 
glauben wir, wir erfüllen auch ihnen gegenüber nur eine Pflicht. y 

„Nord und Süd.“ 

Herausgeber und Verleger haben das Bedürfnis empfunden, die Zeit⸗ 
ſchrift für Philoſophie einer Umbildung zu unterziehen. Die Grundrichtung 
der Zeitſchrift wird keine Aenderung erleiden, ſie wird auch fernerhin Ur⸗ 
kämpferin der idealiſtiſchen Weltanſchauung ſein. Das Programm wird durch 
die inzwiſchen erſchienenen Hefte auf das Beſte verwirklicht. Wer ſich mit 
der philoſophiſchen Bewegung der Gegenwart bekannt machen will, dem wird 
in der Zeitſchrift für Philoſophie die beſte Gelegenheit geboten. 

Allg. Deutſche Univerſitäts⸗Zeitung. 

Wir haben ſeinerzeit von der Umgeſtaltung berichtet, welche diefe alt- 
bewährte philoſophiſche Zeitſchrift im Jahre 1885 erfahren hat. Die dabei 
ausgeſprochenen Erwartungen ſind in Erfüllung gegangen. Die ſeitdem er⸗ 
ſchienenen Hefte zeigen neues, friſches Leben, und wenn es ſo ſcheinen will 
als ob die urſprüngliche Tendenz, welche im Jahre 1837 eine Reihe von 
Philoſophen und proteſtantiſchen Theologen zur Gründung der „Zeitſchrift für 
Philoſophie und fpeculative Theologie“ zuſammenführte, und die auch bei der 
Regeneration im Jahre 1847 zu einer „Zeitſchrift für Philoſophie und philo- 
ſophiſche Kritik“ noch mehr oder weniger im Vordergrunde ſtand, nun mehr 
anz verlaſſen fei und ganz andere Bahnen eingeſchlagen worden feien, jo er- 
ennt eine unbefangene Ueberlegung doch ſofort, daß das nicht die Folge einer 
wetterwendiſchen Anbequemung an den veränderungsſüchtigen Zeitgeſchmack 
iſt, ſondern davon, daß andere Zeiten die Wahrheit in andere Formen faſſen 
und ihr durch andere Methoden gerecht zu werden ſuchen. — Die letzten Hefte 
geben ein Bild von der Vielſeitigkeit und der durch dieſelbe nicht beeinträch⸗ 
tigten Gediegenheit der Zeitſchriſt, welche, als ſtimmführend anerkannt, einer 
Empfehlung nicht weiter bedarf. „Nord und Süd.“ 


Die „Zeitſchrift für Philoſophie und philoſophiſche Kritik“ erweiterte 
ſich, ſeitdem im Jahre 1885 Auguſt Krohn und Richard Falckenberg an ihre 
Spitze traten, zu einer philoſophiſchen Weltrevue, ſofern fie das Hiſtoriſche 
unter dem den weiteſten Ueberblick ermöglichenden Geſichtspunkte einer Theorie 
der geſchichtlichen Erſcheinungen erörterte und, ſei es in fragmentariſchen 
Skizzen, ſei es in zuſammenfaſſenden Ueberſichten, ohne Voreingenommenheit 
noch Uebereifer, den Lejer über die gegenwärtigen Strömungen des deutſchen, wie 
minder des ausländiſchen Geiſteslebens unterrichtete. Dem vorliegenden Bande 
kann kein beſſeres Zeugnis ausgeſtellt werden, als indem wir ihm nachſagen, 
daß er ſich in dem erwähnten Rahmen gleich ſeinen Vorläufern bewegt. 

Blätter für liter. Unterhaltung. 


Die Zeitſchrift für Philoſophie erſcheint jährlich in 2 Bänden von 
je 2 Heften. Preis des Bandes 6 Mark. 3 
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Witte, J. H., Sinnen und Denken. Geſammelte Abhand⸗ 
lungen und Vorträge aus den Gebieten der Litteratur, Philo- 
ſophie und Pädagogik, ſowie ihrer Geſchichte. 258 S. M 5.— 

Inhalt: J. Der Weltſchmerz in der Dichtung und die Weltſchmerz⸗ 
dichtung. II. Über Patriotismus und die ſittliche Bedeutung des Staates. 

III. Über Fichte als Politiker und Patriot. IV. Die ſoziale Kriſis in den 

höheren Ständen, die Organiſation unſeres Bildungsweſens und die Idee 

eines Reichsbildungsamts. V. Über Friedrichs des Großen Verdienſte um 

Erziehung und Unterricht. VI. Drei Kaufleute als hervorragende Männer 

der Literatur und Wiſſenſchaft. (David Deſos, Benjamin Franklin und Moſes 

Mendelsſohn.) VII. Über Berufsbildung des Kaufmanns. 8 

Dieſe Abhandlungen hat Verf. in der Hoffnung geſammelt, daß ſie für 
weitere Kreiſe der Gebildeten von Intereſſe ſein werden. Und dies verdienen 
ſie in jeder That: Sind ſie auch ſtreng wiſſenſchaftlich gehalten, ſo iſt ihre 

Sprache doch nicht ſchwer verſtändlich, und da ſie zudem allgemein inte⸗ 

reſſierend, zeitgemüße Themata und Fragen in höchſt geiſtvoller Weiſe be- 

handeln, verdienen ſie die größte Verbreitung und Berückſichtigung. Die 

Anmerkungen mit teils ſachlichem, teils litterariſchem Inhalt ſind wertvoll. 

s Litteraturbericht für Theologie. 
Die mannigfachen Themata, welche nicht nur oberflächlich den Gegenſtand 
ſtreifen, ſondern mit großer Sachkenntnis und in klarer, anziehender Sprache 
auf ihn eingehen, verdienen mehrmals gelejen zu werden, fie werden reid- 
lichen Stoff zu prüfendem Nachdenken geben. Das Buch ſei beſtens empfohlen. 
Neue pädagogiſche Zeitung. 
„Das Buch bringt wegen des reichhaltigen Inhalts Vielen etwas und wird 
anregend und belehrend zugleich — dem ernſten Leſer nur peus (out 
Nord und Süd. 


Müller, Moritz, en. Die Fortſetzung unſeres Lebens im 
Ienfeits. Vertheidigt gegen die rabiate Unſterblichkeitsläugnerei. 
gr. 80. 109 S. .# 1,80. 

Die Fragen, welche den bekannten Verfaſſer in dieſer Schrift beſchäftigen, 
ſind vor allen die beiden folgenden, ob im Glauben an ein Fortleben nach 
unſerm irdiſchen Tode mehr Sinn und Verſtand liege, als im Glauben des 
Gegentheils; ferner, wie ein ſolches Fortleben auch als maka gedacht werden 
könne, ohne daß man mit Vernunft und Wiſſenſchaft in iderſpruch gerathe. 
Der Verfaſſer behandelt dieſe und die damit verbundenen Fragen ſo, daß er 
niemals henneh einen theoretiſchen Beweis für die Unſterblichkeit erbringen 
zu können, ſondern beim Glauben daran ſtehen zu bleiben erklärt, aber dieſen 
als einen vernünftigen, mit den Thatſachen des natürlichen wie des ſittlichen 
Lebens in Uebereinſtimmung ſtehenden darlegt. Er beruft ſich dabei auf ge⸗ 
wichtige Autoritäten, deren Ausführungen oder Sentenzen er beibringt, wie 
namentlich die von Göthe, Gauß, Ulrici, Lotze, Perty, Heinr. Heine; das 
Intereſſanteſte des populär gehaltenen Buches möchte aber die Polemik ſein, 
mit welcher er die „rabiaten“ Unſterblichkeitsläugner trifft. Nun iſt allerdings 
im Allgemeinen nicht ſchwer, dieſen Herren nachzuweiſen, wie unbegründet 
ihre „wiſſenſchaftlichen“ Vorausſetzungen und wie unmethodiſch ihr Verfahren 
fei, aber unfer Verfaſſer thut es mit jo viel Scharfſinn und Humor, daß man 
ſeine kurzen kräftigen Entgegnungen mit Vergnügen lieſt. Ueberall macht 
ſich bei ihm eine edle und geſunde, dabei vorurtheilsfreie Geſinnung geltend, 
von der man nur wünſchen möchte, daß ſie zahlreiche Nachfolger und weite 
Verbreitung fände. Philoſoph. Monatshefte. 


Cantor, Georg, Lehre vom Cransfiniten. Geſammelte Mb- 
handlungen aus der Zeitſchrift für Philoſophie und Philoſo⸗ 
phiſche Kritik. Erſte Abtheilung. M 2,50. 
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Platon’s Phädrus; das Gastmahl; Theätet; der Sophist; der 
Staatsmann: der Staat; Philebus; Protagoras; Gorgias; 
Kratylus; Euthydemus; Timäus und Kritias; dem Siune und 
Zusammenhange nach entwickelt von August Arnold. 296 8. M. 3,50. 

Plato’s Charmides. Inhaltlich erläutert von Dr. Th. Becker. 1 5 = 

. 2,40. 

Runze, Dr.G., Der ontologische Gottesbeweis. Kritische Darstellung 
seiner Geschichte seit Anselm bis auf die Gegenwart. 184 S. M. 3,60. 

Ulriei, Prof. Dr. H., Der Philosoph Strauss. Kritik seiner Schritt: 
„Der alte und der neue Glaube“ und Widerlegung seiner material. 
Weltanschauung. M. 0,80. 

— — Zur logischen Frage. M. 2—. 

— — Der sogenannte Spiritismus eine wissenschaftliche 
Frage. 2. Aufl. 50 

— — Ueber den Spiritismus als wissenschaftliche Frage 
Autwortschreiben auf den offenen Brief des Herrn Prof. Dr. MEN 

. 0,60. 


Andere werthvolle Werke. 


Arnold, Prof. Dr., Chrestomathia arabica quam e libris mss. vel im- 
pressis rarioribus collectam edidit II. Partes. Pars I. Textum conti- 
nens. 232 S. Pas II. Glossarium continens. 206 8. M. 15,— 

Arnold, Gymn.-Dir., Die Unterscheidungslehren der christ- 
lichen Kirchen in reinhistoricher Zusammenstellung. 708. M. 1,— 


Aeschylus, Der gefesselte Prometheus. Uebersetzt und erklärt 


von A. Arnold. 76 8. M. —,80. 
Bechstein, Prof. Dr. R., Die Aussprache des Mittelhoch- 
deutschen. 96 8. M. 1,60. 
Bormann, Dr. A., Altlatinische Chorographie und Städtege- 
schichte. Mit einer Karte und 3 Plänen. 264 8. M. 6,—. 


9 
Comenius, Joh. Amos, Die Mutterschule. Aufs Neue ea He 
von Herm. Schröter, 2. vermehrte und verb. Aufl. 1048. M. 1,50. 
Dante Alighieri, Das neue Leben. Uebersetzt von B. Jacobson. 
Mit Dante’s Portrait nach Giotto. 96 S. M. 2,40 
Frank, G., Johann Major, der Wittenberger Poet. Ein Beitrag zur 
Geschichte der protestant. Theologie und des Humanismus im 16, Jahr- 
hundert. 48 8. M. 1,— 
Freytag, Dr. G. A., Die heiligen Schriften des alten Testa- 
ments, kritisch beleuchtet für gebildete Protestanten. 80 S. M.- 75. 
= Die heiligen Schriften des neuen Testaments, 
mit Bezugnahme auf Lehre und Cultus kritisch beleuchtet für ge- 
bildete Protestanten, insonderheit für die kirchlichen Vertreter der 


Gemeinden. 336 S. 4 M. 3.—. 
Furrer, Rudolf Collin. Ein Characterbild aus der schweizerischen 
Reformations-Geschichte. 64 S. M. 1— 


Genthe, Prof. Dr., Die Jungfrau Maria, ihre Evangelien und ihre 

Wunder. Ein Beitrag zur Geschichte des Marien-Cultus. 108 S. M. 2,— 
Günther, Dr. F. J, Christliche Andachten über die Psalmen 
zum Vortrage, sowie zur häuslichen Erbauung. 532 8. M. 5,40. 
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Philosophische Vorträge. 


Prospectus. 


Die Philosophische Gesellschaft zu Berlin 
wählt vorzugsweise solche der in ihrer Mitte ge- 
haltenen Vorträge aus, welche Fragen von allge- 
meinem Interesse behandeln und die Darstellung 
wird sich so halten, dass sie auch für das grössere 
gebildete Publicum verständlich sein wird. 

Der wesentliche Unterschied dieser philosophischen 
Publicationen vor allen sonst erscheinenden liegt darin, dass sie 
nicht, wie letztere ohne Ausnahme, blos die Darstellung eines 
einzelnen Mannes über eine philosophische Frage bieten, sondern 
zugleich eine daran sich schliessende Diskussion einer erheb- 


lichen Anzahl anderer Mitglieder. 


Es ist unzweifelhaft, dass durch diese mündlichen Vorträge 
und Entgegnungen die Betreffenden genöthigt werden, ihre An- 
sichten in deutlicherer und bestimmterer Weise vorzutragen und 
dass die Kernpunkte der Differenzen hier viel schärfer und klarer 
zum Vorschein kommen, als in einseitigen in der Studirstube 
ausgearbeiteten Schriften und Gegenschriften. Kein Redner 
vermag sich hinter dem Nebel seines Systems zu- 
rückzuziehen; er muss demGegner in kurzen Worten 
Rede stehen und der unbefangene Zuhörer und spätere Leser 
wird damit viel leichter in den Stand gesetzt, die Stärke und 
die Schwächen der einzelnen Richtungen der Philosophie zu er- 
kennen, und sich selbst ein klares Urtheil zu bilden. 

Die Philosophischen Vorträge erscheinen in Serien zu je 
6 Heften, jedes Heft umfasst 3— 4 Druckbogen. 

Der Subscriptions - Preis einer Serie von 6 Heften beträgt 
M. 5,40. Einzelne Hefte kosten je M. 1,20. 

„Auf die verdienstliche Sammlung der Vorträge und Discussionen 


der der Philosophischen Gesellschaft zu Berlin glaubt die Redaktion dieser 
Zeitung nur hindeuten 2u dürfen.“ 5 (Prof. Glogau i. d. Deutsch. Litteraturztg.) 


— n umstehend. — 
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Philosophische Vorträge 


herausgegeben von der 


Philosophischen Gesellschaft zu Berlin 


Neue Folge. 
In Serien zu je 6 Heften, 


Serien- Ausgabe: Bei Subscription auf 6 aufeinanderfolgende Hefte 
einer Serie à Heft M. 0,90. 


Einzel- Ausgabe: Bei Einzel- Bezug à Heft M. 1,20. 


Die „Philosophischen Vorträge“ erscheinen in Serien zu je 
6 Heften. 
Es liegen vor: 
I. Serie: 
Heft 1. Frederichs, Ueber das realistische Princip der Autorität als 
der Grundlage des Rechts und der Moral. 
Heft 2. Michelet, HerbertSpencer’s System der Philosophie und sein 
Verhältniss zur deutschen Philosophie. Rau, Ueber das 
Prineip des Schönen in der Kunst. 
Heft 3. Lasson, Die Entwickelung des religiösen Bewusstseins der 
Menschheit nach E. v. Hartmann. 
Heft 4. v. Kirchmann, Ueber die Anwendbarkeit der mathematischen 
Methode auf die Philosophie. 
Heft 5. Kuhle, A. Lasson’s System der Rechtsphilosophie in seinen 
Grundzügen beurtheilt. 
Heft 6. Focke, Ueber das Wesen der Seele. 


II. Serie: 


Heft 7. Dreher, E., Ueber den Zusammenhang der Naturkräfte. 

Heft 8. Michelis, Ueber die Bedeutung des Neuplatonismus für die 
Entwickelung der christlichen Speculation. Heydebreck, 
A. v., Ueber den Begriff der unbewussten Vorstellung. 

Heft 9. Lasson, und Meineke, J. H. v. Kirchmann als Philosoph. 

Heft 10. Lasson, Der Satz vom Widerspruch. h 

Heft 11. Runze, G., Die Bedeutung der Sprache für das wissenschaft- 
liche Erkennen. 

Heft 12. Engel, G., Über den Begriff der Klangfarbe. 


III. Serie: 


Heft 13. Stuckenberg, I. H. W., Grundprobleme in Hume. 
Heft 14. Dreher, E., Natur und Kunstgenuss. 
Heft 15. 17. Schmitt, E. H., Das Geheimniss der Hegelschen Dialektik. 


Heft 18. Kirchner, F., Uber den Zufall. 
IV. Serie: 

Heft 19. Zöller, E., Der Gottesbegriff in der neueren schwedischen 
Philosophie, mit besonderer Berücksichtigung der Weltan- 
schauungen Boströms und Lotzes. 

Heft 20. Frodariehs, Ueber d. Schelling’schen Freiheitsbegriff. — Kirch- 

ner, Ueber die Thierseele. 1 

Heft 21. v. Hieydebreck, Ueber die Gewissheit des Allgemeinen. 

In Vorbereitung befindet sich: 

Heft 22. Schmitt, E. H., Ueber die Zurückführung der Sinnesem- 

pfindungen auf Trost- und Spannungsempfindungen. 
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Schmidkunz, Hans, Dr. Ueber die Abfiraktion. VIII und 
43 S. A 0,90. 


Die ſchwankenden Auslegungen, welche bisher einem wichtigen Gegen⸗ 
ſtand der Pſychologie und Logik zu Theil wurden, machten es nöthig, dem 
Phänomen der Abſtrattionsthäiigkeit eine Beſchreibung zu geben, welche ſie 
in ihren verſchiedenen Arten als einen gleichmäßigen Vorgang möglichſt ein- 
deutig beſtimmt, ſoweit dies bei einer nur an ſich ſelbſt zu meſſenden Er⸗ 
ſcheinung möglich war. 


Der Verfaſſer legte Werth darauf, den Umfang ſeiner Abhandlung 
nicht, wie häufig üblich, durch eine Wiedergabe des geſchichtlichen Stoffes aus⸗ 
zudehnen, ſondern auf Grund deſſelben ſeine Aufgabe in möglichſt enger Um⸗ 
grenzung für ſich ſelbſt zu erledigen. 


SANDER, Sun Dr. Analytiſche und ſynthetiſche Pann: 


Die Literatur der Aeſthetik wie der Philoſophie überhaupt wird feit 
Längerem vorwiegend mit Werken bereichert, die einerſeits an Stelle 
der wiſſenſchaftlichen Fragen ſelbſt die Geſchichte ihrer Behandlung ſetzen, 
andrerseits jene Rätſel in ihrer Geſammtheit von irgend einem privaten 
Ausſichtspunkte aus wiedergeben. 

Demgegenüber wird es immer mehr nöthig, die verſchiedenen Probleme 
ebenſo ſelbſländig wie in den übrigen Disciplinen zu erforſchen und zu 
bereichern. Ein ſolcher, wenn auch kleiner, Beitrag war die Abſicht des 
Verfaſſers. 5 

Durch einige Aeußerungen in Schriften von Künſtlern war der 
Verſuch nahegelegt, den Gegenſatz zwiſchen Analyſe und Syntheſe, welcher 
im Reich der Erkenntnis altbekannt iſt, auch in das der Phantaſie zu über⸗ 
tragen. Obwohl nun dieje Unterſcheidung der Phantaſiethätigteit von der big- 
herigen Aeſihetik noch nicht gemacht worden war, jo fand ſich doch reichliche 
Gelegenheit, zur Bekräftigung des Neuen an Früheres anzuknüpfen und das 
ſo wertvolle wiſſenſchaftliche, zumal philoſophiſche Gut: den Zuſammenhang 
mit der Ueberlieferung und hauptſächlich mit dem mühſam errungenen fejten 
Beſtand der Wiſſenſchaft, nachdrücklich zu wahren. 


Marbach, J., Die pfychologie des Firmianus Lactantius. 
Mk. 1,50. 

Die intereſſante und ae Schrift hat d. Zweck, an d. Pſychol. d. 
Lactantius nachzuweiſen, wie fih das Chriſtentum mit den damaligen philoj. 
Syſtemen in der Weiſe auseinanderſetzte, daß man alle die chriſtlichen Grund⸗ 
anſchauungen nicht entgegenſtehenden Reſultate anerkannte, oder wenigſtens 
nicht verwarf, und nur das bekämpfte, was mit den chriſtlichen Ideen nicht 
zu us io war, jo daß ſpäter die alte Philoſophie im chriſtlichen Gewande 
wieder auflebte. Theologiſcher Literaturbericht. 


ellwien, Nobert, Optiſche Häreſien, erte Folge und das 
Gr ne mt VIL 108 €. ee A 2,60. 


Der Verfaſſer hält in dieſem, wie in ſeinen früheren Werken, an dem 
Grundſatze feſt, daß wir eine Natur ohne Geiſt nicht kennen, und Natur und 
Geiſt nur verſchiedene Funktionen von Einem ſind. Sein philoſophiſcher 
Standpunkt läßt ſich bezeichnen als: empiriſche Identitätsphiloſophie im 
Gegenſatz ſowohl zum Dualismus von Geiſt und Natur, als zur mechaniſchen 
Atomiſtik. Gaea. 
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Hertzberg, Prof. Dr., Alkibiades der Staatsmann und Feldherr. 
Nach den Quellen dargestellt. 360 S. M. 5.50. 
— — De rebus Graecorum inde ab Achaici foederis interitu usque 
ad Antoninorum aetatem. 122 8. M. 2,40. 
Horaz, Die Dichtkunst oder der Brief an die Pisonen. Urschrift. 
Uebersetzung und Erklärung von A. Arnold. 2, verb. Rua ae 


f . 1,20. 
Jacobi, Prof. Dr., Die Jesuiten. Entsteh., Einricht., Wirksamk. und 
Sitten lehre des Jesuiten-Ordens. 74 8. M. 1,—. 
Jacobson, Geh. Rath Dr., Das evangelische Kirchenrecht des 
preussischen Staates und seiner Provinzen, 2 Abthlgn. 748$. M. 10,50. 
Krause, Prof. Dr., Geschichte der Erziehung, des Unterrichts und 
der Bildung bei den Griechen, Etruskern und Römern. Aus den Quellen 


dargestellt. 436 8. M. 7, 
Meyer, Prof. Dr. M. H. E., Commentatio epigraphica. II Partes 
160 8. M. 4,40 
— — Commentatio de proxenia sive de publico Graecorum 
hospitio. 32 8. M. 1.—. 
— Fragmentum lexici rhethorici. 43 8. M. 1.—. 


Noack, Prof. Dr., Die biblische Theologie. Einleitung ins Alte 
und Neue Testament und Darstellung des Lehrgehalts der bibl. Bücher 
nach ihrer Entstehung und ihrem geschichtlichen Verhältniss. Ein 
Handbuch zum Selbstunterricht, 392 8. M. 6, -. 

Osterwald, Prof. Dr., Homerische Forschungen. I. Theil. A. u. d. T. 
Hermes-Odysseus.  Mytholog. Erklärung der Odysseussage. =. 8. 


td ? 
Pressensé, Edm. v., Evangelische Studien. Autorisirte deutsche 
Ausgaben von Eduard Fabarius. Zweite Ausgabe. Zwei Bändchen. 

2 

| 
Bändchen 1. Das Leiden im Lichte des Evangeliums. M. 1,—. 
Bändchen 2. Betrachtungen und Reden verschiedenen Inhalts. M. 1,—. 
Ross, Prof. Dr., Das Theseion und der Tempel des Ares zu 
Athen. Eine archaelog.-topograph. Abhandlung. Umgearbeitet und 
erweitert aus dem Griech. Mit einem Plane des Marktes. 728. M. 2,40. 
Sehwarz, Ober-Cons.-Rat Dr., Gotthold Ephraim Lessing als 
Theologe darstellt. Ein Beitrag zur Geschichte der Theologie im, 


18. Jahrhundert. 232 8. M. 4,—. 
Shakespeare, Romeo und Julie. Mit kritischen und erläuternden An- 
merkungen von Prof. Dr. H. Ulrici. 200 8. M. 2.—. 


Unger, Prof. Dr., Emendationes Horatianae. 196 S. M. 3,60. 
Wilhelmi, Pfarrer, Ueber Feiertagsheiligung. Eine Beleuchtung 
des dritten Gebotes. 84 8. M. 1,20 
Wilekens, Pfarrer Dr., Fray Luis de Leon. Eine Biographie aus der 
Geschichte der spanischen Inquisition und Kirche im 16. Jahrhundert 
418 8. M. 4,50 


Dreher, Eugen, der Darwinismus und feine Conſequenzen 
in wiſſenſchaftlicher und ſocialer Beziehung. 117 S. .# 2,25. 
Das Werkchen empfiehlt ſich durch klare und leicht faßliche Darſtellung 

aller derjenigen Fragen, die ſich an die Abſtammungslehre knüpfen und wird 
jo jhon — ganz abgeſehen von den neuen Geſichtspunkten, die es dem 
Denker erſchließt — ein werthvoller Schatz für alle diejenigen, die mit den 
wichtigſten wiſſenſchaftlichen Problemen der Gegenwart vertraut bleiben wollen. 


Zu beziehen durch alle Buchhandlungen des In- und Auslaudes, 
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Küßner, Guſtay, Kritik des peſimismus. Verſuch einer 
Theodizee. Gr. 86. 54 S. Preis / 1,20. 

Im Gegenſatz gegen jede metaphiſiſche oder theozentriſche, die Realität 
und Unmittelbarkeit des Empfindens ſtets mehr oder weniger verflachende 
Behandlungsart dieſer Frage, will vorliegendes Werkchen das Problem auf 
Grund der Geſetze des Werturteiles vom e e Standpunkte 
aus unterſuchen. Der erſte Teil enthält eine Kritik des Peſſimismus im 
engeren Sinn; der zweite einen Beweis des Optimismus; in beiden hat ſich 
der Verfaſſer bemüht alle Uebel unverkümmert und ungemildert zur Sprache 
kommen zu laſſen und indirekt und direkt ihre Notwendigkeit für den Menſchen 
ſelbſt nachzuweiſen. 
von Wichert, Rudolf, Die ewigen Räthſel. Populär⸗philo⸗ 

ſophiſche Vorträge, gehalten im Literariſchen Verein zu Baden⸗ 
Baden. Serie I u. II à Æ 1,50. 

Serie I. Der Inſtinet. — Das Geſetz der Erhaltung der Kraft. — Das 
Atom. — Problem der Sprache. — Der Kampf um die Seele. — 
Nothwendigkeit und Freiheit. 

Serie II. Raum und Zeit. — Das Schöne. — Sinn und Verſtand. — Der 
Zweck im Weltall. — Wiſſen und Glaube — Der Utilitarismus. 


In anregender, lichtvoller und auch dem nicht philoſophiſch geſchulten 
Leſer leicht verſtändlicher Sprache behandelt der Verfaſſer wichtige philoſophiſche 
und zwar vor allem naturphiloſophiſche Probleme und vertheidigt — vom 
Standpunkte der Lotze'ſchen Philoſophie aus — die Berechtigung einer ideali⸗ 
ſtiſchen Weltauffaſſung. 


Die Vorträge behandeln lauter Fragen, welche für jeden nachdenkenden 
Gebildeten unſerer Tage von hohem Intereſſe und tiefer Bedeutung find. 
Und er findet ſie hier nicht in der ſchweren Sprache des Gelehrten, nicht in 
der leichten Rede des Phantaſten, ſondern in dem ernſten Ton einer mit Er⸗ 
folg nach innerer Klarheit ringenden Perſönlichkeit dargeſtellt. Ich empfehle 
die Lektüre oder noch lieber das Studium der Wichert chen Vorträge inſon⸗ 
derheit den Standesgenoſſen des Verfaſſers; es wird ihnen ſympathiſch fein, 
aus ihrer eigenen Mitte eine Stimme über jene Frage zu vernehmen und 
ſie werden es nicht bereuen, in Mußeſtunden ihr gelauſcht zu haben. 

Kreuzzeitung. 

Die Vorträge find ein beredtes Zeugniß nicht nur für die Wiſſen⸗ 
schaftlichkeit deſſen der fie gehalten hat, ſondern auch für die Bildung des 
Publikums, dem fie gehalten wurden. Auf dem Boden der naturwiſſenſchaft⸗ 
lichen Forſchung ſtehend, hält gleichwol der Autor den Banner des Geiſtes 
über alles hoch; ein Reich der Freiheit vertritt er, das über dem Naturme⸗ 
chanismus waltet. Solcher Art iſt ſein Standpunkt; ſeine Methode aber iſt, 
dem Hörer und Lefer den Sinn der Probleme auseinanderzuſetzen, neuere Qü- 
ſungsverſuche in Betracht zu ziehen und die Schwächen der einen idealen 
Muhaffung entgegenſtehenden Lehren zu zeigen; hierdurch entlaſtet er das Ge⸗ 
müth und klärt die Einſicht derer, welche von naturaliſtiſchen Demonſtrationen 
und Argumentationen beengt ſind. Theologiſches Literaturblatt. 


Die Selbſtkritik der Naturwiſſenſchaft, welcher Langes Geſchichte des 
Naturalismus fu erſten Male einen glücklichen Ausdruck verlieh, hat auch 
auf die einſchlägige Litteratur der populär⸗wiſſenſchaftlichen Vorträge und 
Aufſätze einen unverkennbaren, fih mehr und mehr geltend machenden äußerſt 

ünſtigen Einfluß geübt. Dieſem kritiſchen Einfluß verdanken auch die vor⸗ 
iegenden Abhandlungen ihre beſondere Färbung, zumal ihnen Lotzes Philo- 
ſophie, welche ja mit Langes Beſtrebungen in vielen Hauptpunkten im Ein⸗ 
klange ſteht, als vereinigender Hintergrund dient. Deutſche Litteraturzeitung. 


Heynemann 'ſche Buchdruckerei, F. Beyer, in Halle a. 
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Eucken, Rudolf, Die philoſophie des Thomas von Aquino und 
die Kultur der Neuzeit. Gr. 8. (II u. 54 S.) # 1,20. 

Der berühmte Verfaſſer wendet ſich gegen die Philoſophie des Mittel⸗ 
alters, inſofern dieſelbe in unſern Tagen im Hinblick auf die Machtſtellung 
Roms plötzlich wieder einmal nicht nur Duldung verlangt, ſondern Herrſchaft. 
Dagegen wird Thomas ſelbſt innerhalb ſeines hiſtoriſchen Rahmens vollauf 
gewürdigt. Der doctor universalis hat in der That an einem Wendepunkt 
geſchichtlichen Lebens Bedeutendes gewirkt. (Weſtermann's Monatshefte.) 


Lucas, Franz, die Methode der Eintheilung bei Platon. 
Gr. 8°. (XVI u. 308 S.) % 6,80. 

Die Methode der Eintheilung bildet ein Haupttheil der platoniſchen 
Dialektik. Eine ſelbſtſtändige Darſtellung hat ihr zum erſten Male der Ver⸗ 
faſſer zutheil werden laſſen und er hat ſie zu einem gedeihlichen und er⸗ 
ſchöpfenden Ende geführt. Die Aufgabe war keine leichte. Die Löſung der⸗ 
ſelben erforderte nicht etwa nur eine Beſprechung der Dialoge, in welchen 
die Methode der Eintheilung beſonders häufig angewendet wird, ſondern eine 
Unterſuchung aller uns unter dem Namen Platons überlieferten Schriften. 
. . .. Der Verfaſſer hat fih allen Anforderungen vollauf gewachſen gezeigt. 

(Blätter f. liter. Unterhaltung.) 


Breſſeuſé, Edm., Die Urſprünge. Bur Geſchichte und Löſung 
des Problems der Erkenntnis, der Kosmologie, der Anthro- 
pologie und des Urſprungs der Moral und der Religion. 
Deutſch von E. Fabarius. 2. Auflage. Gr. 8“. (XX u. 446 S.) 
M 4,50. 


Dieſes Werk’ des ausgezeichneten Pariſer Theologen gehört zu den 
hervorragendſten apologetiſchen Leiſtungen der Gegenwart. 
(„Beweis des Glaubens“ und „Theolog. Litteraturbericht“.) 
Die ſehr lehrreiche und belehrende Schrift bietet dem Leſer eine ſolche 
Fülle gediegenen Inhaltes in einer geiſtreichen Behandlung, daß keiner ſie 
ohne Gewinn wieder aus der Hand legen wird. (Deutſche Litteraturzeitung.) 
Verfaſſer hat den Weg gezeigt, wie das freikritiſche Denken mit den 
Fundamenten des ſittlich religibſen Glaubens, an welche fich jedwede wahr- 
haft menſchliche Cultur anknüpft, in Einklang ſteht. (philoſopyiſche Monatshefte.) 
Wir wünſchen dem Werke eine weite Verbreitung und knüpfen die 
Hoffnung, daß es geſchieht, an die in der That ungewöhnliche Sicherheit, mit 
welcher id Verfaſſer ſeiner Aufgabe Meiſter geworden iſt. 
(Zeitſchrift für Philoſophie und philoſ. Kritik.) 
Wir raten unſern Amtsbrüdern, namentlich in den Städten, ſonderlich 
diejenigen auf dieſes gediegene Werk aufmerkſam zu machen, welchen die Zeit 
u eingehenden philoſophiſchen Studien fehlt, welche aber nach einer guten 
Waffe ur Widerlegung materialiſtiſcher Weltanſchauung fih umſehen. In 


jedem Leſezimmer ſollte es ſich vorfinden. Be 3 
(Litterariſcher Wegweiſer fiir das evang. Pfarrhaus.) 


Schmitt. Eugen Heinr., Das Geheimniß der Hegelfchen 
ialektik, beleuchtet vom concret⸗ſinnlichen Standpunkte. (Philoſ. 
Vortr. H. 15/17) (IV u. 144 S.) .# 3,60. 

Dieſe Schrift (herausgegeben durch Prof. Laſſon im Namen der Philo- 
ſophiſchen Geſellſchaft) iſt das Werk eines Gerichtsſchreibers in Ungarn, der 
ohne philoſophiſche Meiſter und Schule mit wahrhaft tiefgründigem Verſtande 
an ſeine Sache herangegangen iſt. Die Schrift war zur Preisbewerbung 1884 
bei der Philoſophiſchen Geſellſchaft in Berlin eingereicht und mit beſonderer 
Auszeichnung genannt worden. Sie iſt höchſt leſenswerth, höchſt ideenreich. 

Magazin f. d. Lit.) 
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Heydel, Rudolf, der Schlüſſel zum objektiven Erkennen. 
Gegen Kant und F. A. Lange. gr. 8e. VIII u. 112 S. .# 2,25. 
Die Schrift wendet ſich zunächſt gegen ein Hauptſtück der Lehre Kants, 
welches beſonders dazu gedient hat, die kritiſche Erkenntnislehre Kants zu 
begründen, und ſodann gegen die Erweiterung, welche eben daſſelbe Kantiſche 
apama durch den hauptſächlichſten Führer des modernen Neukantianismus, 
F. A. Lange, den berühmten Verfaſſer der „Geſchichte des Materialismus“, 
gefunden hat. Das poſitive Ergebniß iſt der in der logiſchen Benutzung des 
Denkinhalts liegende Schlüſſel zu einem wahrhaft objektiven, wenn auch 
nicht unbeſchränkten Erkennen. 
Der kritiſche Theil der Schrift trifft außer dem philoſophiſchen auch 
das Intereſſe des Mathematikers, da er ſich weſentlich auf das Verhältniß 
zwiſchen Logik und Mathematik bezieht. 


von Wichert, Rudolf, Die ewigen Räthſel Populär⸗philo⸗ 
ſophiſche Vorträge, gehalten im Literariſchen Verein zu Baden : 
Baden. Gr. 80. 112 S. A 1,50. 

Inhalt: J. Der Inſtinet (contra Darwin). II. Die Bedeutung des 
von R. Mayer entdeckten Geſetzes der Erhaltung der Kraft. III. Das Atom. 
VI. Das Problem der Sprache. V. Der Kampf um die Seele. VI Noth⸗ 
wendigkeit und Freiheit. 

In anregender, lichtvoller und auch dem nicht philoſophiſch geſchulten 
Leſer leicht verſtändlicher Sprache behandelt der Verfaſſer wichtige philoſophiſche 
und zwar vor allem naturphiloſophiſche Probleme und vertheibigt — vom 
Standpunkte der Lotze'ſchen Philoſophie aus — die Berechtigung einer 
idealiſtiſchen Weltauffaſſung. 


Witte, J. H., Das Weſen der Seele und die Natur der geiſtigen 
Vorgänge im Lichte der Philofophie feit Kant und ihrer grund- 
legenden Theorien. Hiſtoriſch⸗kritiſch dargeſtellt. Gr. 8° (XVI 
u. 336 S.) A 7.— 

Dieſes Werk iſt eine hiſtoriſch⸗kritiſche Verſtändigung über die wichtigſten 
Grundprobleme der Psychologie und über deren Behandlung bei den feit 
Kant hervorgetretenen bedeutenditen Philoſophen in Deutſchland, England 
und Frankreich. Das Buch, deſſen Hauptgegenſtand der Kampf um das Weſen 
der Seele in der modernen Philoſophie iſt, enthält zugleich einen Überblick über 
die Syſteme der bedeutendſten Vertreter aller ſeit Kant ſich geltend machenden 
Hauptrichtungen philoſophiſchen Denkens; ja, es werden gelegentlich die Theorien 
den hervorragendſten Denker der geſamten abendländiſchen Philoſophie geftreift. 

Ein durch ſeinen Gegenſtand, wie durch die Behandlungsweiſe deffelben - 


gleich ſehr anziehendes Buch; es verdient jede Empfehlung 
(Deutſches Wochenblatt.) 


Witte, J. H., Sinnen und denken. Geſammelte Abhand⸗ 
lungen und Vorträge aus den Gebieten der Litteratur, Philo⸗ 
ſophie und Pädagogik, ſowie ihre Geſchichte VIII. u. 220 S. 
M 5.— 

Inhalt, I. Der Weltſchmerz in der p und die Weltjchmerze 
ip lite II. Über Patriotismus und die ſittliche Bedeutung des Staates. 
III. Über Fichte als Politiker und Patriot. IV. Die ſoziale Kriſis in den 
höheren Ständen, die Organiſation unſeres Bildungsweſens und die Idee 
eines Reichsbildungsamts. V. Über Friedrichs des Großen Verdienſte um 
Erziehung und Unterricht. VI. Drei Kaufleute als hervorragende Männer 
der Literatur und Wiſſenſchaft. (David Defos, Benjamin Franklin und Moſes 
Mendelsſohn.) VII. über Berufsbildung des Kaufmanns. > 
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Jeitſchrift 


für 
Philoſophie und philoſophiſche Kritik. 


Im Verein mit mehreren Gelehrten 
gegründet von 
Dr. J. P. Site und Dr. B. Ulrici 
redigirt von 
Dr. Aug. Krohn und Dr. Rich. Falckenberg. 
Erſcheint jährlich in 2 Bänden von je 2 Heften. Preis des 
Bandes 6 Mark. 


Erſchienen ſind 95 Bände. 

Seit der Begründung dieſer Zeitſchriſt durch den jüngeren Fichte und 
den nun ebenfalls verſtorbenen H. Ulrici iſt nahezu ein halbes Jahrhundert 
verfloſſen. In dieſer Zeit haben ſich auf geiſtigem Gebiete mancherlei Gäh⸗ 
rung- und Klärungsprozeſſe vollzogen, und fo manches litterariſche Unter- 
nehmen iſt nach einem ephemeriſchen Daſein durch die vorwärts drängende 
Entwickelung des Geiſteslebens verſchlungen worden. Für die in Rede ſtehende 
Zeitſchrift giebt ſchon die ſtattliche Reihe von Bänden, zu der ſie ange— 
wachſen iſt, vollgültiges Zeugniß, in wie hohem Grade ſie es verſtanden 
hat, bleibend Werthvolles zu bieten, und wie triebkräftig, wie vordem 
ſo jetzt noch, die Grundgedanken ſind, von denen ſie getragen iſt und die ſie 
dem Durcheinander der Meinungen gegenüber vertritt. Nichtsdeſtoweniger 
muß anerkannt werden, daß unbeſchadet ihrer Grundrichtung eine Aenderung 
in der Art und Weiſe, wie ſie ihre Stellung zu den großen Problemen, die 
das Geiſtesleben bewegen, zum Ausdruck bringt, Bedürfniß ift. Vom 87: 
Bande an ift diefe Aenderung in Ausſicht geſtellt: das Prinzip methodiſchen 
Ankämpfens, welches lange Zeit den Charakter der Zeitſchrift beſtimmt hat 
ſoll, da die von dem Journal vertretene Richtung im Geiſtesleben der Gegen— 
wart als berechtigter Factor und in manchem Weſentlichen als ſtimmfüh— 
rend anerkannt iſt, weniger in den Vordergrund geſtellt, dagegen die 
Löſung einer durch die unabläſſigweiterſchreitende Entwickelung und kaum noch 
überſehbare Fülle der in's Detail gehenden Specialforſchung nahegelegte Auf- 
gabe angebahnt werden. Es handelt ſich um die Inventariſirung des geiſtigen 
Beſitzes der Wiſſenſchaft in zwiefacher Beziehung: in hiſtoriſcher durch Erör⸗ 
terung des Hiſtoriſchen unter dem den weiteteſten Ueberblick ermöglichenden 
Geſichtspunkte einer Theorie der geſchichtlichen Phänomene; ſodann aber ſoll 
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— und das halten wir für ein ſehr dankenswerthes Unternehmen — „fe; 
es in fragmentariſchen Skizzen, ſei es in zuſammenfaſſenden Ueberſichten eine 
Orientirung des Leſers über die gegenwärtigen Gedankenbewegungen sine ira 
et studio“ — verurſacht werden, und diefe fol nicht allein den Stand der 
deutſchen Wiſſenſchaft, ſondern auch die der zeitgenöſſiſchen ausländiſchen 
Philoſophie in regelmäßigen Semeſtralrevüen charakteriſiren. So würde ſich 
die Zeitſchrift in dieſer Beziehung zu einer philoſophiſchen Welt 
revue erweitern. 

Daß ſie dieſe große Au fgabe, ſo weit dies überhaupt möglich iſt, löſen 
oder doch ihrer Löſung nahebringen werde, dafür bürgt der Name der Her— 
ausgeber Prof. Krohn in Kiel und Prof. Rich. Falkenberg in Jena. 

Wenn wir ſomit die allbewährte Zeitſchrift denjenigen unſerer Leſer, 
welche Leben und Entwickelung der geiſtigen Intereſſen nach ihrer Wurzel 
hin unter die Oberfläche des bunten Gewirres der Meinungen und Erſchei— 
nungen des Tages zu verfolgen gewöhnt ſind, warm an's Herz legen, fo 
glauben wir, wir erfüllen auch ihnen gegenüber nur eine Pflicht. 

„Nord und Süd.“ 

Herausgeber und Verleger haben das Bedürfnis empfunden, die Zeit— 
ſchrift für Philoſophie einer Umbildung zu unterziehen. Die Grundrichtung 
der Zeitſchrift wird keine Aenderung erleiden, ſie wird auch fernerhin Ur— 
kämpferin der idealiſtiſchen Weltanſchauung ſein. Das Programm wird durch 
die inzwiſchen erſchienenen Hefte auf das Beſte verwirklicht. Wer ſich mit 
der philoſophiſchen Bewegung der Gegenwart bekannt machen will, dem wird 
in der Zeitſchrift für Philoſophie die beſte Gelegenheit geboten. 

Allg. Deutſche Univerſitäts⸗Zeitung. 

Wir haben ſeinerzeit von der Umgeſtaltung berichtet, welche dieſe alt— 
bewährte philoſophiſche Zeitſchrift im Jahre 1885 erfahren hat. Die dabei 
ausgeſprochenen Erwartungen find in Erfüllung gegangen. Die ſeitdem er- 
ſchienenen Hefte zeigen neues, friſches Leben, und wenn es ſo ſcheinen will 
als ob die urſprüngliche Tendenz, welche im Jahre 1837 eine Reihe von 
Philoſophen und proteſtantiſchen Theologen zur Gründung der „Zeitſchrift für 
Philoſophie und fpecufative Theologie“ zuſammenführte, und die auch bei der 
Regeneration im Jahre 1847 zu einer „Zeitſchrift für Philoſophie und philo- 
ſophiſche Kritik“ noch mehr oder weniger im Vordergrunde ſtand, nun mehr 
ganz verlaſſen fei und ganz andere Bahnen eingeſchlagen worden feien, fo er- 
kennt eine unbefangene Ueberlegung doch ſofort, daß das nicht die Folge einer 
wetterwendiſchen Anbequemung an den veränderungsſüchtigen Zeitgeſchmack 
iſt, ſondern davon, daß andere Zeiten die Wahrheit in andere Formen faſſen 
und ihr durch andere Methoden gerecht zu werden ſuchen. — Die letzten Hefte 
geben ein Bild von der Vielſeitigkeit und der durch dieſelbe nicht beeinträch- 
tigten Gediegenheit der Zeitſchrift, welche, als ſtimmführend anerkannt, einer 
Empfehlung nicht weiter bedarf. n nd ein 
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Dreher, Eugen, der Darwinismus und feine Confequenzen 
in wiſſenſchaftlicher und ſocialer Beziehung. 117 S. / 2,25. 

Das Werkchen empfiehlt ſich durch klare und Leicht faßliche ehe! 
aller derjenigen Fragen, die ſich an die Abſtammungslehre knüpfen und wir 
ſo ſchon — ganz abgeſehen von den neuen Geſichtspunkten, die es dem 
Denker erſchließt — ein werthvoller Schatz für alle Diejenigen, die mit den 
wichtigſten wiſſenſchaftlichen Problemen der Gegenwart vertraut bleiben wollen. 
Küßner, Guſtav, Kritik des peſſimismus. Verſuch einer 

Theodizee. Gr. 8%. 54 S. Preis .# 1,20. 

Im Gegenſatz gegen jede metaphyſiſche oder theozentriſche, die Realität 
und Unmittelbarkeit des Empfindens ſtets mehr oder weniger verflachende 
Behandlungsart dieſer Frage, will vorliegendes Werkchen das Problem auf 
Grund der Geſetze des Werturteiles vom anthropozentriſchen Standpunkte 
aus unterſuchen. Der erſte Teil enthält eine Kritik des Peſſimismus im 
engeren Sinn; der zweite einen Beweis des Optimismus; in beiden hat ſich 
der Verfaſſer bemüht alle Uebel unverkümmert und ungemildert zur Sprache 
kommen zu laſſen und indirekt und direkt ihre Notwendigkeit für den Menſchen 
ſelbſt nachzuweiſen. 

Müller, Moritz. en. in Pforzheim. Die Fortſetzung 
unferes Lebens im Jeuſeits. Vertheidigt gegen die rabiate 
Unſterblichkeitsläugnerei. gr. 8%. 109 S. / 1,80. 

Die Fragen, welche den bekannten Verfaſſer in dieſer Schrift beſchäftigen, 
ſind vor allen die beiden folgenden, ob im Glauben an ein Fortleben nach 
unſerm irdiſchen Tode mehr Sinn und Verſtand liege, als im Glauben des 
Gegentheils; ferner, wie ein ſolches Fortleben auch als möglich gedacht werden 
könne, ohne daß man mit Vernunft und Wiſſenſchaft in Widerſpruch gerathe. 
Der Verfaſſer behandelt dieſe und die damit verbundenen Fragen ſo, daß er 
niemals behauptet, einen theoretiſchen Beweis für die Unſterblichkeit erbringen 
zu können, ſondern beim Glauben daran ſtehen zu bleiben erklärt, aber dielen 
als einen vernünftigen, mit den Thatſachen des natürlichen wie des fittlichen 
Lebens in Uebereinſtimmung ſtehenden darlegt. Er beruft ſich dabei auf ge⸗ 
wichtige Autoritäten, deren Ausführungen oder Sentenzen er beibringt, wie 
namentlich die von Göthe, Gauß, Ulriei, Lotze, Perty, Heinr. Heine; das 
Intereſſanteſte des populär gehaltenen Buches möchte aber die Polemik ſein, 
mit welcher er die „rabiaten“ Unſterblichkeitsläugner trifft. Nun ift allerdings 
im Allgemeinen nicht ſchwer, dieſen Herren nachzuweiſen, wie unbegründet 
ihre „wiſſenſchaftlichen“ Vorausſetzungen und wie unmethodiſch ihr Verfahren 
ſei, aber unſer Verfaſſer thut es mit ſo viel Scharſſinn und Humor, daß man 
ſeine kurzen kräftigen Entgegnungen mit Vergnügen lieſt. Ueberall macht 
ſich bei ihm eine edle und geſunde, dabei vorurtheilsfreie Geſinnung geltend, 
von der man nur wünſchen möchte, daß ſie zahlreiche Nachfolger und weite 
Verbreitung fände. (Philoſoph. Monatshefte.) 
Schellwien, Nobert, Optiſche Häreſien, erte Folge und das 

Geſetz der Polarität. Gr. 8. VII. 108 S. 2,60 4 
Im Anſchluß an feine „Optiſche Häreſten“ (1886 im gleichen Verlage 
erſchienen. Preis 2,60) und frühern Werke entwickelt der Verfaſſer ein 
inductives Cauſalitäts- und Polaritätsgeſetz und liefert an der Hand dieſes 

Geſetzes eine eingehende Interpretation der elektriſchen und der optiſchen 

Erſcheinungen, der letzteren großentheils auf Grund eigener Beobachtungen 

und Verſuche. Den Schluß bildet eine auf innere Erfahrung geſtützte Abhand⸗ 

lung über die That des Sehens. Der Verfaſſer hält in dieſem, wie in 
ſeinen frühern Werken, an dem Grundſatze feſt, daß wir eine Natur ohne 

Geiſt nicht kennen, und Natur und Geiſt nur verſchiedene Functionen von 

Einem ſind. Sein philoſophiſcher Standpunkt läßt ſich bezeichnen als: empi⸗ 

riſche Identitätsphiloſophie im Gegenſatz ſowohl zum Dualismus von Geiſt und 

Natur, als zur mechaniſchen Atomiſtik. 
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Philosophische Vorträge. 


Prospectus. 


Die Philosophische Gesellschaft zu Berlin 
wählt vorzugsweise solche der in ihrer Mitte ge- 
haltenen Vorträge aus, welche Fragen von allge- 
meinem Interesse behandeln und die Darstellung 
wird sich so halten, dass sie auch für das grössere 
gebildete Publicum verständlich sein wird. 

Der wesentliche Unterschied dieser philosophischen 
Publieationen vor allen sonst erscheinenden liegt darin, dass sie 
nicht wie letztere ohne Ausnahme, blos die Darstellung eines 
einzelnen Mannes über eine philosophische Frage bieten, sondern 
zugleich eine daran sich schliessende Diskussion einer erheb- 
lichen Anzahl anderer Mitglieder. 

Es ist unzweifelhaft, dass durch diese mündlichen Vorträge 
und Entgegnungen die Betreffenden genöthigt werden, ihre An- 
sichten in deutlicherer und bestimmterer Weise vorzutragen und 
dass die Kernpunkte der Differenzen hier viel schärfer und klarer 
zum Vorschein kommen, als in einseitigen in der Studirstube 
ausgearbeiteten Schriften und Gegenschriften. Kein Redner 
vermag sich hinter dem Nebel seines Systems zu- 
rückzuziehen; er muss demGegner inkurzen Worten 
Rede stehen und der unbefangene Zuhörer und spätere Leser 
wird damit viel leichter in den Stand gesetzt, die Stärke und 
die Schwächen der einzelnen Richtungen der Philosophie zu er- 
kennen, und sich selbst ein klares Urtheil zu bilden. 

Die Philosophischen Vorträge erscheinen in Serien zu je 
6 Heften, jedes Heft umfasst 3— 4 Druckbogen. 

Der Subscriptions-Preis einer Serie von 6 Heften beträgt 
M. 5,40. Einzelne Hefte kosten je M. 1,20. 
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Neue Folge. 


In Serien zu je 6 Heften. 


Serien- Ausgabe: Bei Subseription auf 6 aufeinanderfolgende Hefte 
einer Serie ä Heft M. 0,90. 
Einzel - Ausgabe: Bei Einzel- Bezug à Heft M. 1,20. 


Die „Philosophischen Vorträge“ erscheinen in Serien zu je 
6 Heften. 
Es liegen vor: 
I. Serie: 
Heft 1. Frederiehs, Ueber das realistische Princip der Autorität als 
der Grundlage des Rechts und der Moral. 


Heft 2. Michelet, Herbert Spencers System der Philosophie und sein 
Verhältniss zur deutschen Philosophie. — Rau, Ueber das 
Prineip des Schönen in der Kunst. 

Heft 3. Lasson, Die Entwiekelung des religiösen Bewusstseins der 


Menschheit nach E. v. Hartmann. 

Heft 4. v. Kirchmann, Ueber die Anwendbarkeit der mathematischen 
Methode auf die Philosophie. f 

Heft 5. Kahle, A. Lasson’s System der Rechtsphilosophie in seinen 
Grundzügen beurtheilt. 

Heft 6. Focke, Ueber das Wesen der Seele. 


II. Serie: i 
Heft 7. Dreher, E., Ueber den Zusammenhang der Naturkräfte. 
Heft 8. Michelis, Ueber die Bedeutung des Neuplatonismus für die 
Entwickelung der christlichen Speculation — Heydebreck, 
A. v., Ueber den Begriff der unbewussten Vorstellung. 
Heft 9. Lasson, und Meineke, J. II. v. Kirchmann als Philosoph. 
Heft 10. Lasson, Der Satz vom Widerspruch. 
Heft 11. Runze, G., Die Bedeutung der Sprache für das wissenschaft- 
liche Erkennen. 
Heft 12. Engel, G., Über den Begriff der Klangfarbe. 


III. Serie: 
Heft 13. Stuckenberg, I. H. W., Grundprobleme in Hume. 
Heft 14. Dreher, E., Natur und Kunstgenuss. 
Heft 15—17. Schmitt, E. H., Das Geheimniss der Hegelschen Dialektik. 
Heft 18. Kirchner, F., Über den Zufall. 


IV. Serie: 

Heft 19. Zöller, E., Der Gottesbegriff in der neueren schwedischen 

Philosophie, mit besonderer Berücksichtigung der Weltan- 
schauungen Boströms und Lotzes. 

Heft 20. Frederiehs, Ueber den Schelling’sch 
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